 14.2   การเคลื่อนที่ของวัตถุแบบวงกลม
           2.1  ลักษณะการเคลื่อนที่เป็นวงกลม     การเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมคือ  การเคลื่อนที่ของวัตถุที่มีแรงกระทำตั้งฉากกับความเร็วอยู่ตลอดเวลา  ดังรูป 14.8

[image: image1.wmf]q


รูปที่ 14.8  แสดงการเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นเส้นตรงและวงกลม
สรุปลักษณะการเคลื่อนที่ของวัตถุแบบต่างๆ ได้ดังนี้
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รูปที่ 14.9  แสดงการเคลื่อนที่ของวัตถุแบบต่างๆ
1. ถ้าแรง F  ขนานกับความเร็วจะได้การเคลื่อนที่เป็นเส้นตรง
2. ถ้าแรง F  กับความเร็วทำมุม 
[image: image554.jpg]IF



 อยู่ระหว่าง 0 ถึง  1800  จะได้การเคลื่อนที่เป็นวิถีโค้ง
3. ถ้าแรง F  กับความเร็งตั้งฉากกันจะได้การเคลื่อนที่เป็นวงกลม
จากรูป  ทิศของแรงก็คือทิศของความเร่ง
2.2 ความเร่งของการเคลื่อนที่เป็นวงกลม  เนื่องจากการเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลม  มีแรงลัพธ์
  ในแนวตั้งฉากกับความเร็วอยู่ตลอดเวลา   ดังนั้นความเร่งที่เกิดขึ้นจะต้องตั้งฉากกับความเร็วตลอดเวลาด้วยเราเรียกความเร่งนี้ว่า  ความเร่งสู่ศูนย์กลาง
                            ถ้าวัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมมีแรงมากระทำกว่าหนึ่งแนวจะทำให้เกิดความเร่งขึ้นสองแนวด้วยกัน  คือ  แนวสู่ศูนย์กลางและแนวเส้นสัมผัสซึ่งแยกการพิจารณาได้ดังนี้
2.2.1 วัตถุที่เคลื่อนที่เป็นวงกลมด้วยอัตราเร็งคงที่   ได้แก่การเคลื่อนที่ของวตถุเป็นวงกลมที่มีแรงลัพธ์ตั้งฉากกับความเร็ว   ส่วนใหญ่ไได้แก่การเคลื่อนที่เป็นวงกลมในแนวราบจะเกิดความเร่งสู่ศูนย์กลางเพียงแนวเดียวเท่านั้น  และในกรณีอัตราเร็วของวัตถุจะมีค่าคงที่
การหาความเร่งสู่ศูนย์กลาง (ac) กำหนดให้วัตถุอันหนึ่งวิ่งเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงที่
v  จาก A  ไป B  ในช่วงเวลาสั้น ๆ 
[image: image2.wmf]t

D

 ต้องการหาความเร่งที่เกิดขึ้น
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รูปที่  14.10  ความเร่งของวัตถุวิ่งเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงที่
                         จากนิยามความเร่ง  a  =
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  หรือ 
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  จากโจทย์จะได้   a  =  
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                        เขียนรูป  vector  ของความเร็วจะได้ดังรูป  (B )
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  แทนค่า  
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                       แต่   
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D

D

    =   ความเร่งของการเคลื่อนที่เป็นวงกลม
                      ดังนั้นจะได้    a  =   
[image: image13.wmf]r

v
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     และมีทิศสู่ศูนย์กลาง
                      ถ้าให้  ac  =   ความเร่งสู่ศูนย์กลาง  ดังนั้นจะได้
                                                 ac   =   
[image: image14.wmf]r
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                       นั่นคือ   วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงที่จะเกิดความเร่งเพียงแนวเดียวเท่านั้นคือ
                       แนวสู่ศูนย์กลางคือ  
[image: image15.wmf](
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                          2.2.2      วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วไม่คงที่     ได้แก่การเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมที่มีแรงกระทำหลายแนว  เช่น  การเคลื่อนที่เป็นวงกลมในแนวดิ่งภายใต้แรงดึงดูด ของโลกจะเกิดความเร่งขึ้น   2    แนวคือ   แนวสัมผัส 
[image: image16.wmf](
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     และแนวสู่ศูนย์กลาง ( ac )   อัตราเร็วของการเคลื่อนที่ในกรณีนี้จะมีค่าไม่คงที่
                             การหาความเร่งของการเคลื่อนที่     กำหนดให้  วัตถุอันหนึ่งเคลื่อนที่เป็นวงกลม  โดยมี อัตราเร็วที่  A   เท่ากับ  vA  และมีอัตราเร็วที่   B  เท่ากับ   vb   โดยใช้เวลาเคลื่อนที่จาก  A  ไป  B   นานเท่ากับ   
[image: image17.wmf]t
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  ซึ่งเป็นเวลาสั้นๆ  ต้องการหาความเร่งของการเคลื่อนที่
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รูปที่ 14.11 ความเร่งของวัตถุวิ่งเป็นวงกลมด้วยความเร็วไม่คงที่
              

หาความเร่งจาก        a   =   
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ถ้า  vb   >   vA  เขียนรูป  Vector  จะได้  Vector  ของเราเป็น  
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XYZ  โดยมี   XZ  เป็นทิศของ  
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    คือทิศของความเร่งที่เกิดขึ้น
             

ถ้าให้   Vb  >  VA    จะได้   
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vc  คือด้าน  PZ  มีทิศสู้ศูนย์กลาง  คือความเร่งสู้ศูนย์กลาง  ( ac )

             จาก  
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  ของ  Vector   PXZ  จะได้  PX    เป็นทิศความเร่งแนวเส้นสัมผัส ( at )

              

(   จาก   (PXZ   จะได้    
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(         วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมจะได้เส้นสัมผัสตั้งฉากกับรัศมี
·                

(        ขนาดความเร่ง          a    =    
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ac   ความเร่งสู่ศูนย์กลาง    =    
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v

2


          



at  =   ความเร่งแนวสัมผัสขึ้นอยู่กับตำแหน่งที่วัตถุอยู่                 
         

2.3    การหาแรงที่ทำให้วัตถุวิ่งเป็นวงกลม         กำหนดให้วัตถุมวล   m  ถูกกระทำด้วยแรง  (Fc
                  ( ผลรวมของแรงสู้ศูนย์กลาง )   ทำให้วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงที่และมีรัศมี
                   เท่ากับ    r
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                                                                                          จากกฎของนิวตัน   (F  =  ma

                                                                                           แต่      ac   =    
[image: image26.wmf]r

v

2

                                                                                                                                                                                                           

                                                                                         (            (Fc    =     
[image: image27.wmf]r

mv

2



 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]                                                                                                                         

           

2.4     อัตราเร็วของการเคลื่อนที่เป็นวงกลม        การเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลม   เราสามารถ
                     กำหนดอัตราได้หลายลักษณะด้วยกันดังต่อไปนี้                                                                                      
[image: image29.wmf]  

1.    อัตราเร็วเชิงเส้น (V)    คือความยาวตามส่วนโค้งของวงกลมที่วัตถุเคลื่อนที่ได้ในเวลา   1   วินาทีมีหน่วยเป็น    เมตร/วินาที
2.    อัตราเร็วเชิงมุม  (
[image: image30.wmf]w

)    คือมุมที่จุดศูนย์กลางมีหน่วยเป็นเรเดียนที่รองรับความยาว ส่วนโค้งของวงกลมที่เคลื่อนที่ในเวลา  1วินาที    มีหน่วยเป็น   เรเดียน  /วินาที
3 .     อัตราเร็วเป็นรอบ  (f )คือจำนวนรอบของวัตถุที่เคลื่อนที่เป็นวงกลมในเวลา  1วินาทีมีหน่วยเป็น   รอบ  /วินาที 
4.       อัตราเร็วเป็นคาบ  (T)   คือเวลาที่วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมครบ  1  รอบ
มีหน่วยเป็น  วินาที
2.5     ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราเร็วเชิงมุมและเชิงเส้น    กำหนดให้วัตถุมวล   m   

เคลื่อนที่จาก   A  
[image: image31.wmf]®

   B  ในเวลา  1  วินาทีจะได้ความยาวส่วนโค้งเท่ากับ   v  และที่จุดศูนย์กลางรองรับส่วนโค้งเท่ากับ  
[image: image32.wmf]w

   รัศมีของวงกลมเท่ากับ   r
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จากความรู้ตรีโกณจะได้มุมที่จุดศูนย์กลางเป็นเรเดียน  =   ส่วนโค้ง
                                                                                             รัศมี
                                                จากรูปแทนค่า      (        =     
[image: image33.wmf]r
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                                                         จะได้        v  =   (r

ข้อสังเกต  (ความสัมพันธ์ระหว่าง   v,(,f  และ  T  เขียนได้ดังนี้
                                      v = 2
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rf      หรือ      v  =   
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        หรือ    
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                           สรุปสูตวงกลม  จะได้  ac  =   
[image: image38.wmf]r

v

2

         =   (2r

                                                              (FC   =     
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2.6    อัตราเร็วของวัตถุผูกตามระยะต่าง ๆของเชือกแกว่งเป็นวงกลม   กำหนดให้มวลA                      และB  ผูกที่ระยะ  
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]1

R

  และ   R2  จากจุดหมุนตามลำดับแล้วแกว่งเป็นวงกลมบนพื้นระดับด้านอัตราเร็วเชิงมุม  (  ดังรูป   14.12
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รูปที่ 4.12 วัตถุที่ผูกในเชือกเส้นเดียวกันแล้วแกว่งเป็นวงกลม จะมีอัตราเร็วเชิงมุมเท่ากัน
จากรูปวัตถุเคลื่อนที่จาก  X  
[image: image43.wmf]®

    Y   .ในเวลา  1วินาที
จะได้    (A=  (B  =  (
และ      VA  =  (R1  ,  VB    =    ( R2 

ดังนั้นจะได้    VB(  VA

แสดงว่าอัตราเร็วเชิงมุมของวัตถุ     ที่ผูกตามระยะต่างๆของเชือกจะได้ค่าเท่ากัน
แต่อัตราเร็วเชิงเส้นขึ้นกับรัศมี
2.7  การคำนวณการเคลื่อนที่เป็นวงกลม  วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมทีเราพบเห็นมีอยู่หลายลักษณะด้วยกัน  เช่น  การแกว่งวัตถุเป็นวงกลมแนวราบในอากาศ. การเลี้ยวโค้งของรถยนต์.การเคลื่อนวัตถุเป็นวงกลมในแนวดิ่ง  เป็นต้น
[image: image482.jpg]



           a)   การแกว่งวัตถุเป็นวงกลมแนวราบ              b)  วัตถุวิ่งเป็นวงกลมที่ข้างกรวย
[image: image483.jpg]


 

c) วัตถุวิ่งเป็นวงกลมแนวดิ่ง
รูปที่ 14.13  แสดงการเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมลักษณะต่างๆ
                    เพื่อความสะดวกในการคำนวณโจทย์เกี่ยวกับวงกลม  เราได้แยกการคำนวณโจทย์เป็น  2  พวกคือ
                    1.    การเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมแนวราบได้แก่  วงกลมดังรูป  14.13a  และ  b  เป็นต้น
                    2.   การเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมแนวดิ่งได้แก่วงกลมดังรูป  14.13c

2.8 การคำนวณการเคลื่อนที่วัตถุเป็นวงกลมแนวราบ มีขั้นตอนการคำนวณดังนี้
                     1.   ให้เขียนระนาบวงกลมขณะที่วัตถุมีการหมุน
                     2.    ณ   ตำแหน่งที่วัตถุอยู่ให้ตั้งแกน   x  ในระนาบวงกลมผ่านจุดศูนย์กลาง  และแกน  y  ตั้งฉากกับระนาบวงกลม
                     3.    เขียนแรงที่เกิดขึ้นกับวัตถุให้ครบแล้วแตกแรงให้อยู่ในแนวแกน x และ y        

                     4.    คำนวณหาค่าที่ต้องการจากสมการ  
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å

=

=

r

mv

F

;

0

F

2

X

y

       

                     ตัวอย่างขั้นตอนการคำนวณ
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1.                                                                           จากรูปวัตถุมวล  m  วางอยู่บนแป้นวง
                                                                              กลมที่มีสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน u 

                                                                              หมุนเท่ากับ r  จงหาอัตราเร็วเชิงมุมสูง          
                                                                                       สุดในการหมุนของแป้นเพื่อที่จะไม่ทำให้มวล m  ไถลออกไป 
[image: image485.jpg]


          วิธีทำ                                                                 ทำตามขั้นตอนต่อไปนี้                                                                       1.   สเกตรูประนาบวงกลมของวัตถุดังรูป
                                                                            2.    ตั้งแกน   X    และ   Y

                                                                            3.    เขียนแรงที่เกิดกับวัตถุมวล  M

                                                                            4.    คำนวณหาอัตราเร็วเชิงมุมจาก 
                                                                                   (FY=   0   จะได้   N= mg         ….(1)

                                                                               (FX   =m(2 r  จะได้   f  =  m(2 r   

                                                                                             หรือ            
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                                                                            (2)  /  (1)    (    =    
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2.                                                                          จากรูปมวล   M และ  m  ผูกด้วยเขือก
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                                                                            ที่ปลายทั้งสองข้างแล้ววางอยู่บนโต๊ะ
                                                                             เกลี้ยงในลักษณะดังรูป  โดยให้มวล
                                                                              M หมุนบนโต๊ะด้วยรัศมี r  เมตร
                                                                             จงหาอัตราเชิงมุมของมวล  M เพื่อ
                                                                              ทำให้มวล  m  อยู่นิ่งกับที่
                                                                             วิธีทำ  คิดที่มวล  m หยุดนิ่ง
                                                                                 จาก  (FY  =  0

                                              เขียนแรงที่เกิดกับมวล  m  จะได้
                                                                                  T  =  mg   ……… (1 )

                                            คิดที่มวล  M  เคลื่อนที่เป็นวงกลม
                                             ตั้งแกน  Xและ Y  แล้วเขียนแรงที่เกิดกับมวล M

                                              จาก (FX    =  M
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                                               จะได้    T  = M
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แทนค่า    mg   = M
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   3. จากรูปมวล  m =  1กิโลกรัมผูกเชือกยาว  20 เมตร  ปลายหนึ่งผูกกับเพดาน  ให้มวลm แกว่งเป็นวงกลม แบบกรวย  ด้วยอัตราเร็ว 
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  รอบต่อวินาที จงหาว่าเส้นเชือกทำมุมกับแนวดิ่งเท่าไร่
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วิธีทำ  ตั้งแกน  X  และ  Y  แล้วเขียนแรงที่เกิดกับวัตถุมวล  m  ดังรูป
                                                            จากรูป r =L sin(  =  20sin(
                                                             V =  2
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                                                              จาก  (FY=  0  จะได้  Tcos(  =  mg               ……(1)

                                                                     (FX   = 
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[image: image56.wmf]mr

r

mr

2

=

  
[image: image57.wmf]              

                                             แทนค่า   r  =  20sin (จะได้  Tsin(  =   m20sin(
                                                                                                  T   =   20m            ………….(2)

                                              (1)  /  (2)                               cos(   =  
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4 . จากรูปมวล   m   กิโลกรัม  ผูกเชือกยาว  L เมตร  แล้วยึดปลายข้างหนึ่งกับหลักดังรูป  แป้นวงกลม
หมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเท่าใดจึงจะทำให้เชือก ที่ผูกมวล  m  เอียงทำมุมกับหลักเท่ากับ(`                                                                        
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 วิธีทำ    สเกตระนาบวงกลมของมวล  m  แล้วตั้งแกน  X   และ  Y  จึง
                   เขียนแรงกระทำต่อมวล   m   ดังรูป
                                                                                จากรูป   (FY  =  0  จะได้
                                                                                           Tcos(  =    mg   ………(1 )

                                                                                   (FX  =  m(2 r  จะได้
                                                                                 Tsin(  =  m(2 ( R+Lsin() ……(2 )

                            (2  ) /  (1  ) 
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5 .วัตถุมวล m เคลื่อนที่บนผิวในของกลม เกลียวด้วยอัตราเร็วเชิงมุม(เรเดียนต่อวินาที                                                               โดยข้างกรวยทำมุมกับแนวดิ่งเป็นมุม ( จงหา  รัศมีการหมุนของมวล m
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วิธีทำ  เขียนระนาบวงกลมที่มวล  m  แล้วตั้งแกน  X  และ  Y  จึงเขียนแรงกระทำต่อมวล  m  ดังรูป
                                                      จากรูป  
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                                                        (2 )  /  (1  )  จะได้  
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6. รถยนต์คันหนึ่งกำลังวิ่งเลี้ยวโค้งบนถนนเอียงมีรัศมีความโค้ง  r  เมตรด้วยอัตราเร็ว  v เมตรต่อวินาที จงหามุม  (  ของถนนที่กระทำกับแนวระดับเพื่อที่จะไม่ทำให้รถกระเด็นออกจากถนน กำหนดให้ความเสียดทานของถนนมีค่าน้อยมาก
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วิธีทำ เขียนระนาบวงกลมที่รถ แล้วตั้งแกน x และ  y  จึงเขียนแรงกระทำต่อรถดังรูป
          จากรูป    
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2.9  ตัวอย่างการคำนวณการเคลื่อนที่เป็นวงกลมแนวราบ
ตัวอย่างที่ 33  เชือกเบาเส้นหนึ่งยาว  1  เมตร  รับน้ำหนักได้เต็มที่  100  นิวตันถ้าน้ำหนัก
เกินกว่านี้แม้เพียงเล็กน้อยเชือกจะขาดทันทีนำมวล  4 กก.มาผูกปลายเชือกข้างหนึ่งของเชือกเส้นนี้ส่วนปลายอีกข้างหนึ่งของเชือกตรึงไว้กกับจุดพื้นราบที่ปราศจากความเสียดทาน  ถ้าให้มวลนี้เคลื่อนท่เป็นวงกลมบนพื้นราบจุดตรึงเร็วขึ้นทุกทีจงหาวว่ามวลนี้เคลื่อนที่ด้ายอัตราเร็วสูงสุดเท่าไร่โดยเชือกไม่ขาดและหลังจากชือกขาดได้  
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วินาที  มวลจะอยู่ห่างจากจุดที่ตรึงปลายเชือกเท่าไร่
วิธีทำ       เชือกรับน้ำหนักได้  100  นิวตัน  มีความหมายได้ 2 กรณีด้วยกันคือ
                1.  เป็นอัตราเร็วน้อยที่สุด   ที่ทำให้เชือกขาด
                 2.  เป็นอัตราเร็วที่มากที่สุด   ที่ทำให้เชือกไม่ขาด
                 หาอัตราเร็วสูงสุดที่ทำให้เชือกขาด  ตามขั้นตอนในหัวข้อ  2.8
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จากซ้ายมือ 
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  อัตราเร็วสูงสุดที่ทำให้เชือกไม่ขาด  =  5  m  /s                                           ตอบ
ให้เชือกขาดได้  
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                   AB   =  v  (  t   =  5(
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]2
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      เชืออกขาดได้  
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  วัตถุอยู่ห่างจากจุดตรึง  =  2.7    เมตร                      ตอบ
ตัวอย่างที่  34  ถ้าต้องการให้วัตถุที่วางไว้ที่อิเควเตอร์เหมือนไม่มีน้ำหนัก  โลกจะหด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเท่าใดแและโดยกการหหมมมุนชนิดนี้วันหนึ่งๆจะปรากฏว่ามีกี่ชั่วโมง
กำหนดให้รัศมีโลก  6400  กิโลเมตร
วิธีทำ   น้ำหนักของวัตถุที่อ่านได้บนพื้นโลกก็คือว่า  Tension หรือ Reaction  ระหว่างวัตถุกับตาชั่ง  ดังนั้นวัตถุไม่มีน้ำหนัก  แสดดงว่า  T  =  0

สังเกตรูปกการหมุน
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                                                                     เมื่อโลกหมุนวัตถุจะหมุนไปกับโลกด้วย
                                                                                  (FC  =  m(2r
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      โลกต้องหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุม  =  1.25  x10-3    rad  /s

            วันหนึ่งโลกหมุนรอบตัวเองได้  1  รอบเป็น  = 
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        โลกหมุนได้      1.25  x  10-3  rad   ในเวลา  =    1       วินาที
                   (                      
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          วันหนึ่งจะมี  =  1.39   ชั่วโมง                                                  ตอบ
ตัวอย่างที่ 35             จากรูปมวล  10  และ  5  กิโลกรัมผูกที่ปลายทั้งสองของเชือกคล้องบนรอกเกลี้ยงเบาและรัศมี  มีน้อยมาก  มวล  5กิโลกรัม  หมุนรออบแนวดิ่งเพื่อให้มวล10   กิโลกรัม  อยู่ได้นิ่งโดยไม่หล่นจงหาขนาดของมุม(และอัตราเร็วของมวล 
5  กิโลกรัมกำหนดให้ความยาวเชือกจากรอกถึง  มวล  5  กิโลกรัมเท่ากับ 3  เมตร
วิธีทำ                                                                      พิจารณาที่มวล 10  kg
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         พิจารณาจากรูป  5  Kg         
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ตัวอย่างที่  36  อนุภาค2ชิ้นมีมวลเท่ากันผูกติดอยู่กับเชือก ดังรูปโดยอยู่ห่างเป็นระยะ 8 เมตรถูกแกว่งเป็นวงกลมพื้นระดับด้วยอัตราเร็งเชิงมุม ( คงที่ จงหาอัตราส่วนของความตึงในเส้นเชือกระหว่างเส้นเชือกนอกและใน
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วิธีทำ    เนื่องจากมวล  A  และ  B  ผูกเชือกเส้นเดียวกัน ดังนั้นจึงมี(  เท่ากัน
             พิจารณาแรงที่มวล  B           (FX  =  m(2r  ;  T1 =m(2r

                                                                T1  = m(2( 16  )      …………….(1 )

            พิจารณาแรงที่มวล  A            (FX  = m(2r

                                                          T2- T1  =   m(2(8 )           ………….(2 )

           (1) +  (2 )  จะได้                           T2  =   24m(2             …………(3 )

          (1 ) / (3 )  จะได้                            
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(  อัตราส่วนของความตึงเชือกเส้นนอกต่อเส้นใน  =  2 ( 3                  ตอบ  

ตัวอย่างที่  37    ลูกตุ้มมีมวล  1 กก. ผูกติดเชือกเบายาว 20 เมตร โดยที่ปลายบนของเชือก
                       ผูกติดกับเพดาลถ้าลูกตุ้มถูกทำให้แกว่งแบบกรวยในอัตรา 
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                       จงหาว่าเชือกจะเอียงทำมุมเท่าใด
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วิธีทำ                                                                  จากโจทย์  f =
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]                                                                                               

                                                                          Tsin( = 20sin(
                                                                                 T  =  20               ……..(2 )

                                                             (1 ) / (2 ) จะได้ cos(  =
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ตัวอย่างที่  38   วัตถุมวล  m1  และm2 ซึ่งไม่เท่ากันต่างเชื่อมต่อกับปลายข้างหนึ่งของลวดแข็งแต่ไร้น้ำหนักยาว L โดยที่อีกปลายหนึ่งของลวดคล้องไว้กับที่ยึดบนเพลา J. เพลา J อยู่ในแนวดิ่งเมื่อหมุนเพลา J ด้วยความถี่ f มวล m1 และ m2 เหวี่ยงกางออกอย่างอิสระกันเป็นมุม (1 และ (2 ตามลำดับ  จงหาความสัมพันธ์ระหว่าง (1 และ (2
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วิธีทำ  มวล m1  และ m2  ผูกกับหลักเดียวกัน แสดงว่าอัตราเร็วเชิงมุมเท่ากับ
พิจารณาแรงที่มวล  m1
ให้สเกตระนาบวงกลมและตั้งแกน  X  และ Y  ดังรูปแล้วแตกแรงให้อยู่ในแนวแกน X

และแนวแกน  Y

                             (F2 =    0                      จะได้   Tcos(1  =    m1g                          ……..(1 )

                            (FX  = m(2R                จะได้   Tsin(1    =    m1(2(f)2R

                                                                                Tsin (1  =    4(2f2m1(Lsin(1)

                                                                                        T   =    4(2f2m1L   ……………….(2 )

                                     ( 1 ) / (2 ) จะได้                    cos
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       ในทำนองดียวกัน พิจารณาที่มวล m2 จะได้      
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ตัวอย่างที่  39    จากมวล  m = 100 กิโลกรัมแตะอยู่กับผิวกรวยกลมเกลี้ยง โดยมีมวลเบายืดไว้กับยอดกรวย  ลวดอยู่ในแนวขนานกับผิวกรวย ถ้าผิวกรวยเกลี้ยงและกรวยหมุนรอบแกน  pQ  ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม 1 เรเดียน /วินาที  ปรากฏว่ามวล m  หมุนติดไปกับ
ผิวกรวยได้   จงคำนวณหา
                         ก. แรงตึงในลวด         ข.  แรงตรงผนังกรวย
                         ค.  ถ้าต้องการให้แรงของผนังกรวยต่อมวล m มีค่าเป็นศูนย์ อยากทราบว่า
                              คราวนี้จะต้องหมุนแกนกรวยให้มีอัตราเร็วเชิงมุมเท่าไร และมวล m ยัง
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2.10  การเลี้ยวโค้งของรถยนต์และรถมอเตอร์ไซค์
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2.10.1 การเลี้ยวโค้งของรถยนต์    เมื่อรถวิ่งเลี้ยวโค้งบนถนนราบ จะทำให้ล้อของรถยกขึ้นและล้อนอกจะกดพื้น  อัตราเร็วของรถขึ้นอยู่กับสัมประสิทธิ์ความเสียดทาานของถนนนและลักษณะของรถ
             จากรูป  รถมวล  m  ระยะห่างของล้อ L และจุด CG. สูงจากพื้นเท่ากับ hวิ่งเลี้ยวโค้งบนถนนที่มีรัศมีความโค้ง R สัมประสิทธิ์ความเสียดทาน (
 เขียนแรงต่างๆ ที่เกิดขึ้นกับรถโดยรวมแรง   N   และ  f   ให้เท่ากับ    (R 

ตั้งแกน  Xในแนวราบและแกน  Y ในแนวดิ่ง
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2. 10. 2   การเลี้ยวโค้งของมอเตอร์ไซด์  เมื่อรถมอเตอร์ไซด์วิ่งเลี้ยวโค้งจะทำให้รถเอียงเข้าหาวงกลมดังรูป  เขียนแรงที่เกิดขึ้นกับตัวคน  แล้วแตกแรงให้อยู่ในแนวราบและดิ่ง
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ตัวอย่างที่  51    รถยนต์คันหนึ่งกำลังวิ่งเลี้ยวโค้งบนถนนระดับ ซึ่งมีรัศมีความโค้งท่ากับ 5  เมตร ถ้าจุด ศูนย์ถ่วงของรถยนต์อยู่สูงจากถนน 0.5 เมตร ปรากฏว่ารถยนต์วิ่งด้วยอัตราเร็วสูงสุดที่จะไม่พลิกคว่ำเท่ากับ  10 เมตร  / วินาที  อยากทราบว่ารถคันนี้จะมีระยะห่างระหว่างล้อทั้งสองเป็นเท่าใด
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ตัวอย่างที่  52    รถมอเตอร์ไชด์คันหนึ่งวิ่งไปบนทางโค้ง ซึ่งยกพื้นไว้เป็นมุม (  ถ้าเขาขับ เอียงทำมุม  (  กับแนวที่ตั้งฉากกับพื้นเอียงจงหาว่าเขาจะขับรถเร็วมากที่สุดเท่าใดจึงจะไม่หลุดจากทางโค้ง  ถ้ารัศมีความโค้งเป็น r  
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วิธีทำ   เมื่อรถวิ่งเลี้ยวโค้ง ตัวรถจะเอียงเข้าหาวงกลม
โดยทำมุม ( กับแนวตั้งฉากกับพื้นเอียงให้
สเก็ตระนาบวงวงกลมตั้งแกน X และ Y

แล้วแตกแรงให้อยู่ในแกน   X และ Y

 ดังรูป       
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ตัวอย่างที่  53    รถยนต์คันหนึ่งเคลื่อนที่ไปบนถนนระดับราบวงกลมรัศมี 100 m   วิ่งได้เร็วที่สุด 20  m /s  จงหา ส. ป. ส.  ของความเสียดทานระหว่างพื้นถนนกับล้อรถยนต์         
วิธีทำ                  อัตราเร็วสูงสุดตอนเลี้ยวโค้ง   
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ตัวอย่างที่   54   ถนนโค้งวงกลมรัศมี  40 m   พอดีทำให้รถยนต์วิ่งได้เร็วที่สุด 20 m /sปลอดภัยบนพื้นถนนทำด้วยปูนซีเมนต์ที่มี  ส.ป.ส.  ของความเสียดทานเป็น 0.8 ถนนนี้ต้องเอียงเป็นมุมเท่าไร่กับแนวระดับ
วิธีทำ        เขียนรูปแสดงการเคลื่อนที่ของรถ
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ตัวอย่างที่  55   นักขี่จักยานยนต์ไต่ถังมวลและคน  m  เคลื่อนที่เป็นวงกลม  ภายในถังรัศมี  r   จงหาอัตราเร็วที่น้อยที่สุดของรถจักยานยนต์ที่สามารถเคลื่อนที่เป็นวงกลมและค่ามุม  (  เมื่อสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน  =(  
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วิธีทำ       พิจารณาหาค่า  V  ของรถ
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                  พิจารณาค่า   tan    (    จาก  (   ของแรง
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ตัวอย่างที่    56     รถคันหนึ่งล้อรถห่างกัน  2 เมตร  จุดศูนย์รถสูง 0.5 เมตร กำลังแล่นบนถนนราบซึ่งมีรัศมีความโค้ง 20 เมตร   และถนนมีสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน   0.5  จงหาว่ารถจะต้องวิ่งด้วยอัตราเร็วเท่าใดจึงปลอดภัย
วิธีทำ              หาอัตราเร็วรถจากลักษณะรถตามสมการ    
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2.11    การคำนวลการเคลื่อนที่วัตถุเป็นวงกลมแนวดิ่งมีขั้นตอนดังนี้
                    1.  ที่ตำแหน่งวัตถุอยู่ให้ตั้งแกนในแนวสัมผัสและรัศมี
 2. เขียนแรงที่เกิดขึ้นกับวัตถุให้ครบแล้วแตกแรงให้อยู่ในแนวแกนทั้งสอง
3. คำนวลค่าที่ต้องการจากสมการ   (F   รัศมี  
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               เงื่อนไขการเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นวงกลมในแนวดิ่ง ณ ตำแหน่งต่างๆเป็นดังนี้
               พิจารณาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่ผูกเชือกเป็นวงกลมแนวดิ่ง
               กำหนดให้วัตถุมวล  m    ผูกเชือกยาว  R  แล้วแกว่งเป็นวงกลมแนวดิ่งดังรูป
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                                                        พิจารณาแรงที่จุด   A

                                                        จาก (F  รัศมี    
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   จะได้    T + mg =
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                                                        จากสมการความเร็วที่จุด A  มีค่าน้อยที่สุดเมื่อ T = 0
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   หรือ    VA  =  
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                  นั่นคือวัตถุเคือนที่เป็นวงกลมได้เมื่อที่จุดสูงสุดมีอัตราเร็วมากกว่าหรือเท่ากับ
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                                                          จากรูป  ปล่อยวัตถุลงมาตามรางแนวดิ่ง
                                                    ถ้า VA  = 0 วัตถุจะวิ่งออกมาเป็นแนวดิ่งดังเส้น (1 )

                                                   ถ้า VA< 
[image: image316.wmf]Rg

 วัตถุจะวิ่งต่อเป็นวิถีโค้งดังเส้น  (2 )

                                                    ถ้า VA
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วัตถุจะวิ่งต่อเป็นวงกลมดังเส้น  (3 ) 

พิจารณาแรงที่จุด  B   

                
 จาก    (F     รัศมี    
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พิจารณาแรงที่  C 

                
จาก  (F    รัศมี   
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    จะได้       T -  mg   =
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จากสมการค่า  T  จะต้องมากกว่า  mg  เสมอ  ดังนั้นเชือกจะขาดที่จุดนี้ก่อนจุดอื่นๆ  และจะเคลื่อนที่ต่อแบบโปรเจคไตล์
              พิจารณาแรงที่จุด  D

จาก   (F   รัศมี   =  
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 จะได้   T – mgcos 
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--- *

พิจารณาจากวัตถุ  m  เคลื่อนที่ส่วนโค้งของแนวดิ่ง       วัตถุมวล  m เครื่อนที่บนส่วน
                                                                                       โค้งที่มีรัศมี  R มีความเร็วที่  A 

                                                                                        เท่ากับ  VA
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 พิจารณาที่  A   

จาก  
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 EMBED Equation.3  [image: image326.wmf]
แทนค่าจะได้  
mg  - N  = 
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วัตถุกระเด็นหลุดที่  A  แสดงว่าวัตถุมีความเร็วสูงนั่นคือ  N = 0 

แทนค่า  N =0 จะได้  mg = mv2A  /  R ; VA =
[image: image328.wmf]Rg

      วัตถุจะเคลื่อนต่อเป็นวิถีโค้งดังรูป
2.12  ความเร่งของวัตถุที่เคลื่อนที่เป็นวงกลม  ณ ตำแหน่งต่างๆ การหาความเร่งของวัตถุ ณ ตำแหน่งใดๆทำให้การเขียนแรงที่เกิดกับวัตถุแล้วแตกแรงให้อยู่ในแนวสัมผัสกับรัศมี
[image: image532.jpg]> v=30m/s.





                  พิจารณาที่ A    ที่จุด  A มีแรงกระทำเพียงแนวเดียว
                  คือแนวรัศมี  ดังนั้นจึงมีเฉพาะความเร่งสู่ศูนย์กลาง
                  AC  แนวเดียวเท่านั้น
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  aA  =   ac  =  
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                ความเร่งที่  B ที่จุด  B มีแรงกระทำ  2  แนวคือ
               สัมผัสและรัศมีจึงมีความเร่ง  2 แนวคือ aT  และ    aC  

   

aC =
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ความเร่งที่  C ที่จุด  C มีแรงแนวเดียวคือ แนวรัศมีดังนั้นจึงมีความเร่งแนวเดียวคือ  
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ความเร่งที่  D  ที่จุด D  มีแรง 2 แนวคือแนวรัศมีแลพะแนวสัมผัสดังนั้นความเร่งจึงมี  2 แนวคือ
aC  และ aT 
                          aC =  
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ตัวอย่างที่  57   จากรูป  ค่าที่จุดต่ำสุดของการแกว่งความตึงเชือก  T  ของเส้นเชือกเป็น X เท่าของ  mg   แล้วละก็จงหาความเร็วของวัตถุในเทอม  ของ   X  เป็นเมตร  /  วินาที
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วิธีทำ  ณ ตำแหน่งต่ำสุดตั้งแกน X ในแนวสัมผัสและแกน  Y ในแนวรัศมี
           จาก       
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   แทนค่าจะได้  X mg – mg =
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                                        V  = 
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                                             ตอบ
ตัวอย่างที่ 58  จากรูปวัตถุขนาดเล็กมวล  m =0.1  kg.   แกว่งเป็นวงกลมตามแนวดิ่งเชือกยาว
                       R =1  เมตร  ขณะที่เชือกทำมุม  
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  =  300  กับแนวดิ่ง  มวลมีอัตราเร็ว  V =2   m/s

1. จงหาความเร่งสู่ศูนย์กลางและแนวเส้นสัมผัส
2.  หาความเร่งลัพธ์         ค.    หาแรงตึงในเชือก
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วิธีทำ             
หาความเร่งสู่ศูนย์กลาง  (aC)  

                      
จาก    
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จากรูปความเร่งแนวเส้นสัมผัส   aT     จะได้
                                 aT  = g sin  300   =10   x 
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หาความเร่งลัพธ์ 
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หาความตึงเชือก
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แทนค่า    T - mgcos300  =  
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       T - 0.1 x 10 x 
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                 T - 0.866        =  0.4






T          =  1.266   นิวตัน

ตอบ
ตัวอย่างที่ 59 วัตถุอันหนึ่งเคลื่อนที่เป็นวงกลมในแนวดิ่งด้วยรัศมี r อัตราเร็ว   v  คงที่ จุดศูนย์กลางของวงกลมสูงจากพื้นโลก  2r  ความเร่งเนื่องจากแรงดึงดูดของโลกมีค่า g


ก.  ถ้าวัตถุถูกปล่อยให้หลุดออกที่ตำแหน่ง  P  วัตถุจะตกไกลจากจุด  X  เท่าไร

ข.  แต่ถ้าวัตถุถูกปล่อยให้หลุดที่จุด  Q  วัตถุจะตกไกลจากจุด  X  เท่าไร
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วิธีทำ

ถ้าวัตถุหลุดที่  P  จะเคลื่อนที่ในแนวดิ่งทำให้ตกห่างจากจุด  X  =  r  ดังรูป

ถ้าวัตถุหลุดที่  Q  จะเคลื่อนที่แบบโปรเจคไทล์ถึงพื้นที่  S


Q (  S   แนวดิ่ง   ;    u  =  0,   g  =  g,  h  =  3r , t  =  ? 


จาก        h   =    ut  + 
[image: image351.wmf]2

1

gt2    



3r  =  0  +  
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Q (  S   แนวดิ่ง   ;  


จาก    
X   =   vt



X   =  v 
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ดังนั้นวัตถุถึงพื้นห่างจาก  X  = v 
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ตอบ
ตัวอย่าที่    60   ที่ส่วนล่างของโค้งในแนวดิ่งชายคนหนึ่งมีมวล  60 Kg  กำลังขับรถอยู่โดยที่นั่งบนตาชั่ง  ก้มดูน้ำหนักจากตาชั่งปรากฏว่าอ่านได้  800 N  

        ก.    ถ้าความเร็วเท่ากับ  30  m / s     จงหารัศมีความโค้งนี้
2.  ถ้าความเร็วรถเท่ากับ  60 m / s  จงหาว่าเขาจะอ่านค่าน้ำหนักได้เท่าไร่
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วิธีทำ        สเกตรูปจากโจทย์  
             จาก            (FC  =  
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                                                                 แทนค่า  N – 60g   = 
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                                                                             800 -  600  =  
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                                                                                          R   =    270  m

                                                            (  รัศมีมีความโค้ง    =    270   m           ตอบ
                                                          ถ้า  V  =  60   m/ s  ,   N  =   (  

                                                         จาก             
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                                                      แทนค่า   N – 600g  =  
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                                                                      N – 600   =  800

                                                                                 N  =   600+800 =  1400  N

(    เขาจะอ่านน้ำหนักได้   1400  นิวตัน   หรือ  140  Kg                ตอบ
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ตัวอย่างที่  61    ลูกกลมเล็กๆ มวล m  แขวนนิ่งที่ปลายลวดเบา 2 เส้น   ถ้าตัดลวดเส้นใดเส้นหนึ่งให้ขาดจงหาอัตราส่วนของแรงตรึงในเส้นลวดเส้นที่เหลือ ขณะที่เส้นลวดเส้นหนึ่งขาดต่อแรงตึงในเส้นลวดนั้นก่อนที่ลวดอีกเส้นหนึ่งจะขาด   
วิธีทำ          หาแรงตึงเชือกก่อนขาด จากรูปขวามือ
                   จากรูป      (FY    = 0 จะได้   2T   sin 600     = mg

                                                                        2T 
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                                                                                     T  =
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       หาแรงตึงเชือกเมื่อเชือกขาด     มวล m  จะแกว่งเป็นส่วนโค้งวงกลมแนวดิ่ง
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  จะได้   T’ -  mgcos300 =
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                                                      แต่  V = 0    จะได้   T’ – mgcos 300   =  0
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                                                                หรือ        
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                                           ตอบ
ตัวอย่าที่  62    จากมวล  m  ได้กระเด็นจากจุดยอดสุดของรูปครึ่งวงกลม โดยปราศจากแรงเสียดทานจงหามวล m  จะตกถึงพื้นห่างจากผิวทรงกลมเท่าได
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วิธีทำ     มวล m  หลุดที่  A  แสดงว่า  N = 0

               จาก  
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              เนื่องจาก N= 0  แทนค่า                
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                              V  =
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                หา t  จาก A( B  แนวดิ่ง UY =0 ;   g =10;     h =R

                จาก 
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               หาระยะแนวราบจาก X =UXt   =  
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              (  มวล  m  ตกห่าจากผิวทรงกลม  =  1.414 R – R  =    0.414 R     ตอบ 

ตัวอย่าที่ 63   รถไฟมวล  100  Kg  ตีลังกาเป็นวงกลมแนวดิ่งรัศมี 5 เมตร  กำลังวิ่งด้วยอัตราเร็ว
10 m / s  ที่จุดสูงสุดดังรูป จงหาแรงปฏิกิริยาที่รางกระทำต่อรถไฟ
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วิธีทำ  ตั้งแกน  X  และ Y  ที่รถแล้วเขียนแรง กระทำที่รถ
             จาก (F  รัศมี 
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              แทนค่า  N + 100 x 10  =
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    N  = 2000x1000   = 1000 นิวตัน      ตอบ
ตัวอย่าที่  64  รถคันหนึ่งมวล  500 Kg  กำลังวิ่งอยู่บนถนนที่มีความโค้งในแนวดิ่ง 10 เมตรอยากทราบว่าต้องวิ่งด้วอัตราเร็วเท่าใดจึงจะกระเด็นหลุดจากรางที่ตำแหน่ง A

                                                                         วิธีทำ  ตั้งแกน X และ Y  แล้วเขียนแรงกระทำที่รถ
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                                                                                    จาก  (F   รัศมี 
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                                                                                     mgcos 370 – N  = 
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                                                                                      แต่รถกระเด็นหลุด แสดงว่า N = 0

                                                                                     แทนค่า   mgcos370 – 0 =
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                                                                                            V2   =   80  หรือ  V = 8.9  m / s         ตอบ
ตัวอย่าการคำนวณวงกลมและพลังงาน 
ตัวอย่าที่  65  ลูกตุ้มมวล m  แขวนด้วยเชือกยาว 
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ปล่อยลูกตุ้มลงมาจากตำแหน่ง A ซึ่งเชือกแขวนลูกตุ้มอยู่ในแนวระดังรูปขณะเมื่อลูกตุ้มเคลื่อนที่ลงมาที่ตำแหน่ง B ซึ่งลูกตุ้มทำมุม 600กับแนวดิ่ง ความตึงในเส้นเชือกขณะนั้นจะเป็นเท่าใด (g    คือความเร่งเนื่องจากความโน้มถ่วง )

[image: image542.jpg]



วิธีทำ       วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมแนวดิ่ง ให้เขียนแรงต่างๆ ที่วัตถุ  ดังรูปบน (ขวามือ)

                                      หาความเร็วได้จาก EA  = EB
                          (  แทนค่า   mg  
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            เมื่อกดสปริง S  ซึ่งมีค่านิจสปริงเท่ากับ  250 นิวตัน  / เมตร เข้าไปจากตำแหน่งสมดุล
            แล้วปล่อย สปริงจะผลักให้วัตถุทรงกลมเล็กๆมวล 100กรัมให้เคลื่อนที่ไปตามเส้นทาง
             ACB  โดยเส้นทาง A และ C อยู่ในแนวราบ  ส่วนเส้นทาง B เป็นส่วนโค้งของวงกลม
           รัศมี 50 เซนติเมตร และมีระนาบของวงกลมอยู่ในแนวดิ่ง ดังรูป อยากทราบว่าจะต้อง
            ออกแรงกดสปริงอย่างน้อยที่สุดกี่นิวตันจึงจะทำให้วัตถุเคลื่อนที่ไปตามเส้นทางได้
วิธีทำ
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                     มวล m  เคลื่อนจาก  (1 ) ไป (2 )  ไม่มีแรงภายนอกกระทำจะได้ E1 =  E2
                                  แทนค่า        
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                                                               X=  
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          สมการ  (1 )  X  จะมีค่าน้อยที่สุด เมื่อ V2 มีค่าน้อยสุด หา V2 น้อยสุดจากการเคลื่อนที่
            วงกลม          จาก   (FC   =    
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           V2  น้อยที่สุดเมื่อ   N = 0  จะได้  mg  =   
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             แทน  V2  ใน  (1 )  จะได้              X =  
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                                (     F  =  Kx  =250 x 0.1   =     25  N          ตอบข้อ  ก.                      

  ตัวอย่างที่ 67  มวล m  ถูกดีดในแนวระดับจากยอดของผิวครึ่งทรงกลม  รัศมี R ด้วยความเร็วต้น    V0 = 
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   ซึ่งจะทำให้ m ไถลไปบนผิว (ซึ่งในที่นี้เกลี้ยและลื่น ) จนกระทั้งถึงตำแหน่ง Aในรูป m ถ้าเริ่มหลุดออกจากผิวและไม่เคยแตะผิวอีกเลยอยากทราบว่า cos(  เท่าไร
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วิธีทำ     เนื่องจากมวล m  ขยับจาก B  ไป A  ไม่มีแรงเสียดทานและแรง P ใดๆมากระทำ ดังนั้น
              จะได้  EB  = EA
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              ให้ตั้งเส้นอ้างอิงที่จุดต่ำสุดคือจุด A  แล้วทำการหาระยะต่างๆ
  จากรูป    V0  =  
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   และ   H     =   R - Rcos
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   แทนค่าในสมการ                         EB      =      EA         จะได้    
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พิจารณาเงื่อนไขวงกลมที่จุด A ให้แตกแรงเข้าสู่แนวสัมผัสและรัศมี จะได้   
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ตัวอย่างที่ 68 จากรูปมวล m ถูกปล่อยให้ไถลลงมาตามทางลาด ซึ่งไม่มีแรงเสียดทาน ถ้าห่วงดังรูปมีเส้นผ่าศูนย์กลาง d จงหาว่า h จะต้องมีค่าน้อยสุดเท่าใด จึงทำให้วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมได้และความเร็วที่ B เป็นเท่าไร 
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                                                                               (วัตถุเคลื่อนที่จาก A 
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 B ไม่มีแรงเสียดทานและแรงภายนอกมากระทำ 
                                                                               จะได้         EA   =   EB
                                                                                แทนค่า  mgh  =  
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                                                                               วัตถุเคลื่อนที่จาก B 
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 C ไม่มีแรงเสียดทานและแรงภายนอกมากระทำ
จะได้           EB   =   EC                                                           

แทนค่า 
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จากสมการ (2 ) VB  มีค่าน้อยที่สุดเมื่อ  VC  มีค่าน้อยที่สุด
พิจารณาเงื่อนไขวงกลมที่จุด C
                     จาก                           (FC       =    
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   VC     น้อยที่สุด  แสดงว่าแรงปฏิกิริยา  N  เป็นศูนย์
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                  แทน  (3 ) ใน  (2 )  ;              V2B   =   V2C + 2gd  =
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ตัวอย่างที่  69    ผูกวัตถุมวล  0.5  กิโลกรัม  ที่ปลายข้างหนึ่งของสปริงหนักเบาซึ่งยาว 0.5 เมตร
                          ให้วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลม รัศมี 0.7  เมตรในแนวราบ  พบว่าวัตถุเคลื่อนที่ได้                
                           20 รอบในเวลา 10 วินาที   จงหาค่าคงที่ของสปริงว่าเท่ากับกี่นิวตันต่อเมตร
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วิธีทำ
                           จากรูป  แรงในสปริง                    F   =   kx   =   (0.7 - 0.5 ) x

                                                                                F   =    0.2x

                      พิจารณาการเคลื่อนที่เป็นวงกลม
                                                                    จาก   (FC  =  
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                  แทนค่า                                              0.2x   =     4 x (3.14)2 (2 )2 (0.5) (0.7 )

                                                                            0.2x   =     55.21

                                                                                 x   =     276.05   N  / m                              ตอบ
14. 3  การเคลื่อนที่ของดาวเคราะห์
        3.1   กฏของเคปเลอร์ (Kepler' S Laws )
                   3.1.1   กฏแห่งการโคจรรูปวงรี    เคปเลอร์ได้หาการโคจรของดาวเคราะห์จากการเคลื่อนที่ของดาวอังคารผลปลากฏว่าทางโคจรของดาวอังคารไม่เป็นวงกลมแต่เป็นวงรี(ellepse) 

โดยมีดวงอาทิตย์เป็นตำแหน่งของจุดโฟกัสจุดหนึ่ง ดังนั้นเคปเลอร์จึงสรุปเป็นกฏว่า กฏแหน่ง
การโคจรรูปวงรีโดยมีใจความว่า   ' ทางโคจรของดาวเคราะห์เป็นรูปวงรีโดยมีดวงอาทิตย์อยู่ที่ตำแหน่งของจุดโฟกัสจุดหนึ่ง ' 
                   3.1.2   กฏแห่งพื้นที่    เคปเลอร์พบว่าทางโคจรของโลกเกือบจะเป็นวงกลม โดยมีดวงอาทิตย์จากจุดศูนย์ของวงโคจรเล็กน้อย  เมื่อเคปเลอร์นำทางโคจรของโลกที่เขาหาได้ไประกอบกับตำแหหน่งต่างๆของดวงอาทิตย์ในแต่ละวัน(ซึ่งได้ทราบจากข้อมูลของไทโคบราห์) เขาก็สามารถบอกตำแหน่ง ตำแหน่งต่างๆ  ของดวงอาทิตย์ในแต่ละวัน(ซึ่งทราบได้จากข้อมูลของไทโคบราห์ ) เขาก็สามารถบอกอัตราเร็วของโลกในเวลาขณะต่างๆ  ได้  ทำให้เขาสรุปได้ว่า
  “เมื่อดาวเคราะห์โคจรไปรอบดวงอาทิตย์ เส้นตรงที่ต่อระหว่างดวงอาทิตย์กับดาวเคราะห์นั้น
จะกวาดพื้นที่ได้เท่ากันภายในเวลาเท่ากัน”    ซึ่งเรียกกฏข้อนี้ว่า  กฏแห่งพื้นที่  ดังรูปที่ 14.14
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                            รูปที่ 14.14  การเคลื่อนที่ของดาวเคราะห์รอบดวงอาทิตย์
จากรูปที่  14.14    พื้นที่สามเหลี่ยมฐานโค้ง   SAB  เท่ากับพื้นที่สามเหลี่ยมฐานโค้ง  SCD

แสดงว่าความยาวส่วนโค้ง AB   มากกว่าความยาวส่วนโค้ง CD  นั่นคือโลกเคลื่อนที่ในช่วง
AB  ได้เร็วกว่าในช่วง CD

จากกฏแห่งพื้นที่สรุปได้ว่า  ดาวเคราะห์เคลื่อนที่ได้เร็วเมื่ออยู่ไก้ลดวงอาทิตย์
             3.1.3       กฏแห่งคาบ   เคปเลอร์แถลงว่า   “  กำลังสองของคาบของดาวเคราะห์เป็นสัดส่วนโดยตรงกับกำลังสามของระยะทางเฉี่ลจากดาวเคราะห์ไปยังดวงอาทิตย์”  

                        ให้  T    เป็นคาบของดาวเคราะห์ที่โคจรรอบดวงอาทิตย์
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   เป็นระยะทางเฉลี่ระหว่างดาวเคราะห์กับดวงอาทิตย์
                    (   จากนิยาม   จะได้    T2  (    R3
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                              (      T2    =    R3
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    (K =  ค่าคงที่  )
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    =  K

หมายเหตุ      ค่า  K จะเท่ากันเฉพาะการโคจรของดาวเคราะห์ที่อยู่ในระบบเดียวกันเท่านั้น เช่น
                      การโคจรของโลก ,  ดาวอังคารรอบดวงอาทิตย์จะได้ค่า  K   เท่ากัน แต่ดวงจันทร์
                      โคจรรอบโลกจะให้ค่าคงที่ไม่เท่ากับดาวอังคารโคจรรอบดวงอาทิตย์

3.2   กฏแห่งความโน้มถ่วงสากล ( The Law of Universal Gravitation) นิวตันได้เสนอว่าการที่ดาวเคราะห์สามาโคจรรอบดวงอาทิตย์ได้ แสดงว่าระหว่างดาวเคราะห์และดวงอาทิตย์จะต้องมีแรงดึงดูดต่อกัน  นอกจากนี้นิวตันยังได้พิสูจน์ว่ามวลสารที่อยู่ใก้ลกันจะเกิดแรงดึงดูดต่อกัน  แรงนี้เรียกว่าแรงดึงดูดระหว่างมวล
            อนุภาคสองอนุภาค   มวล  m1   และ   m2   อยู่ห่างกัน r  จะเกิดแรงดึงดูดกันและกันมีขนาดดังนี้           
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 โดยให้  G   =    ค่าคงที่เรียกว่าค่านิจสากลของนิวตัน( Newton’s universal  costant)

                            มีค่าเท่ากับ  6.67 x  10-11  
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                 F =     แรงดึงดูดระหว่างมวล มีหน่วยเป็นนิวตัน
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                                           รูปที่    14.15  แสดงแรงดึงดุดระหว่างมวลของนิวตัน
                                           a )     แสดงแรงที่มวล  m1   ที่ถุกมวล m2 ดึงดูด
                                           b)   แสดงแรงที่มวล  m2 ที่มวล m1 ดึงดูด
                                    c)  แสดงแรงดึงดูดระหว่างมวล m1 และ m2

3.3  ความเร่งจากแรงโน้มถ่วง  การหาความเร่งของวัตถุบนดาวเคราะห์แยกการพิจารณาเป็น 2แบบด้วยกันคือ
1. ความเร่งของวัตถุทึ่อยู่นอกดาวเคราะห์
2. ความเร่งของวัตถุทึ่อยู่ในดาวเคราะห์
                      3.3.1. การหาความเร่งของวัตถุที่อยู่นอกดาวเคราะห์ ให้วัตถุมวล  m อยู่หากจากจุดศูนย์กลางของดาวเคราะห์ (P) มวล MP เป็นระยะ R และมีความเร่ง a 
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                                                                         หาความเร่ง (a1) ที่มวล m จาก 
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                                                                                                                             ทำนองเดียวกันความเร่ง (a2) ที่ดาวเคราะห์จะได้
                                                                                                            a2   =   
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                                                                          (ความเร่งของมวล m เทียบกับดาวเคราะห์
                                                                                                                  =  a1 + a2

( a12    =         
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( ความเร่งวัตถุบนดาวเคราะห์   =   
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 แต่มวล m เมื่อเทียบกับ MP  แล้วมีค่าน้อยมากจึงตัดทิ้ง
(ความเร่งวัตถุบนดาวเคราะห์ (a)  = 
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                                                        a     =    
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ถ้าแทนค่า G = 6.673 x10-11 N-m2(kg, MP  = มวลโลก   =  5.97 x 1024 kg

        
                 R  =   รัศมีโลก   = 6.37 x 102 m

                  จะได้     a  =  9.8 m(s2

            
3.3.2 การหาความเร่งของวัตถุในดาวเคราะห์ ให้วัตถุมวล  m อยู่ในดาวเคราะห์โดยอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางของดาวเคราะห์ที่มีมวล Mp เป็นระยะเท่ากับ r ต้องการหาความเร่งของวัตถุ

สมมติให้ความหนาแน่นดาวเคราะห์  =  (  จากความรู้แคลคูลัส ทำให้เราทราบได้ว่าแรงดึงดูดระหว่างวัตถุ  m  กับมวลของดาวเคราะห์นอกเส้นประ หักล้างกันหมดไป เพราะแรงบนและล่างเท่ากัน แรงขวาและแรงซ้ายเท่ากัน  จึงทำให้เหลือแรงระหว่างวัตถุกับมวลดาวเคราะห์ที่มีรัศมี  r  เท่านั้น

ปริมาตรของดาวเคราะห์รัศมีมี    r      =   
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แต่
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นั่นคือ  ความเร่งของวัตถุที่อยู่ในดาวเคราะห์จะแปรผันโดยตรงกับระยะห่างจากจุกศูนย์กลาง
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ลักษณะของกราฟ  แสดงความเร่งของวัตถุเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของดาวเคราะห์  แสดงได้ดังรูปที่ 14.16

รูปที่  14.16  แสดงลักษณะกราฟความเร่งกับการขจัด

การเคลื่อนที่ของวัตถุในรูปที่ 14.16 จะเคลื่อนที่แบบซิมเปลิฮาร์โมนิค
 
3.4  การหามวลของดาวเคราะห์  เราจะสามารถหามวลของดาวเคราะห์ได้เมื่อดาวเคราะห์นั้นมีบริวารโคจร  เช่น การหามวลของดวงอาทิตย์ โดยใช้โลกซึ่งโคจรรอบดวงอาทิตย์  เป็นต้น


    การหามวลของดวงอาทิตย์   ให้ดาวเคราะห์มวล  mP  โคจรรอบดวงอาทิตย์เป็นวงกลมรัศมี  R  และมีคาบเท่ากับ  T
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ในทำนองเดียวกัน    
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ซึ่งค่า   Kjupiter  ,   Kearth   คือค่าคงที่        
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 ของดวงจันทร์ของดาวพฤหัสและโลก

สรุปได้ว่ามวลของดาวเคราะห์ที่มีบริวารโคจรอยู่มีค่า
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สำหรับดาวเคราะห์ที่ไม่มีดวงจันทร์ไม่สามารถหามวลของดาวเคราะห์ได้ เพราะไม่มีดาวบริวารโคจรรอบตัวเอง

3.5  สรุปการคำนวณดาวเคราะห์

   
1.  การหาระยะระหว่างดาวเคราะห์หาได้จากกฎข้อ  3  ของเคปเลอร์



T2    (    R3        






T2     =     KR3




2. การหาความเร่งของวัตถุเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของดาวเคราะห์ 



วัตถุอยู่นอกดาวเคราะห์
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