ใบความรู้ที่ 2.1.1
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2. แคลคูลัสเบื้องต้น
2.1  ลิมิตของฟังก์ชัน
2.1.1 ลิมิตที่ a ของฟังก์ชัน  y = f (x)


จากหน่วยการเรียนรู้ที่ 1 เราเรียนลิมิตของลำดับมาแล้ว ซึ่งลำดับนั้นมีโดเมนเป็นเซตของ
จำนวนเต็มบวก เช่น 
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2. ถ้า x  เข้าใกล้ 0 ทางด้านขวามือคือ  x > 0 จะเขียนแทนด้วย  
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 แสดงว่า
ฟังก์ชัน  y = f (x) ไม่มีลิมิตที่ a

- จากฟังก์ชัน y = f(x) = 2x  จะเห็นว่า 
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ฟังก์ชัน y = f(x) มีลิมิตที่ 1 หรือไม่
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วิธีทำ  พิจารณาจากตารางและกราฟดังนี้
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จากตารางและกราฟจะเห็นว่า 
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แสดงว่าฟังก์ชัน 
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14. ถ้ามีฟังก์ชันตรีโกณมิติรวมอยู่ในลิมิตให้นำเอามาไว้ข้างหน้าลิมิตได้
เช่น  
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-หลักการหา
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1. โดยการแทนค่า

นำ x = a  แทนลงใน f (x) ถ้าปรากฎว่าค่าของ f ( a) เป็นจำนวนจริง แสดงว่า f (a) คือลิมิต
ของฟังก์ชัน เช่น 
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2. ถ้านำ x = a แทนลงใน f (x) แล้วปรากฎว่าค่าของ f (a) อยู่ในรูปหาค่าไม่ได้ ให้พิจารณาลักษณะ
ของ f(x) ดังนี้
1.1 ถ้า f (x) สามารถแยกตัวประกอบได้ ให้แยกตัวประกอบและพยายามขจัดตัวประกอบ
ที่ทำให้ส่วนเป็น 0 ออก หลังจากนั้นก็นำค่า x = a แทนลงไปในส่วนที่เหลือ ก็จะได้ลิมิตของ f(x)

เช่น  
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ถ้าแทนค่า x = 2 ลงใน f (x)  จะทำให้ส่วนเป็น 0 ซึ่งหาค่าไม่ได้ ต้องแยกตัวประกอบจัดรูปดังนี้
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1.2 ถ้าแยกตัวประกอบของ f(x) แล้วไม่สามารถขจัดส่วนที่เป็น 0 ให้หมดไปได้แสดงว่า
ฟังก์ชัน y = f (x) ไม่มีลิมิตที่ a  เช่น       
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แสดงว่าฟังก์ชัน y  = f(x) ไม่มีลิมิตที่ 1

2.3     ถ้า f(x) อยู่ในรูปเครื่องหมายกรณฑ์
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กำหนด 
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แสดงว่าฟังก์ชัน y = f(x) ไม่มีลิมิตที่ 2

ให้นักเรียนช่วยกันหา
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ใบความรู้ที่ 2.2.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.2.1ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.2.1 ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน
พิจารณา  ฟังก์ชัน  f ( x) = 2x + 1                                        Y

จากกราฟ  หา f(1) = 2(1) +1 = 3


หา 
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X

พิจารณา ฟังก์ชัน 
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จากกราฟหาค่า g (2) ไม่ได้เพราะส่วนเป็น 0                                              
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 EMBED Equation.3  
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จากกราฟ  f (x) = 2x+1 จะเห็นว่ากราฟจะเป็นเส้นตรงที่ต่อเนื่องไม่ขาดตอน f(1) = 3



      จะเห็นว่า 
f(1) = 

จากกราฟ   
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จะเห็นว่ากราฟจะขาดตอนที่ x = 2 หา g(2) ไม่ได้แต่หา
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จะเรียกฟังก์ชัน  f ( x) = 2x + 1ว่าเป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = 1

และฟังก์ชัน
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ว่าเป็นฟังก์ชันไม่ต่อเนื่องที่ x = 2

นิยาม ให้ a  เป็นจำนวนจริงใดๆฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = a ก็ต่อเมื่อ  ฟังก์ชัน f 

มีสมบัติดังนี้    1. 
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ตัวอย่างที่ 1 กำหนด 
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หาค่า f(-1) = 0 และ 
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      จะเห็นว่า f(-1) =  
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  แสดงว่าฟังก์ชัน Y = f(x)

ต่อเนื่องที่  x = -1

ตัวอย่างที่ 2  จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน  f(x)  = 
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วิธีทำ  f (1) หาค่าไม่ได้แสดงว่าฟังก์ชัน  y = f(x)  ไม่ต่อเนื่องที่  x  =  1

ตัวอย่างที่ 3                         
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                                        4   ,  x = 2

วิธีทำ  หา f(x) = 4

หา
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จะเห็นว่า 
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แสดงว่าฟังก์ชัน f (x) ไม่ต่อเนื่องที่ x = 2


-ให้นักเรียนพิจารณาจากกราฟของฟังก์ชันต่อไปนี้ว่ามีความต่อเนื่องที่ x = a หรือไม่
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ใบความรู้ที่ 2.2.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.2.2ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

ความต่อเนื่องของฟังก์ชันบนช่วง
1. ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง ( a , b ) ก็ต่อเมื่อ ฟังก์ชัน f  ต่อเนื่องทุกๆจุดในช่วง(a,b)
หมายความว่า ถ้าเราแทนค่า x ที่อยู่ในช่วง (a , b) ลงใน f (x) แล้วหาค่าได้ทุกค่าของ x

แต่ถ้ามีบางค่าของ x ที่อยู่ในช่วง (a , b) ทำให้ f(x) หาค่าไม่ได้ แสดงว่า ฟังก์ชัน f ไม่ต่อเนื่องบนช่วง (a , b)
2. ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง 
[image: image135.wmf][

]

b

,

a

 ก็ต่อเมื่อ
2.1 ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง ( a , b)

2.2
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3. ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง 
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3.1 ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง ( a,b)

3.2
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4. ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง 
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4.1 ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง ( a,b)

4.2
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ทฤษฎีบท   ถ้า f  และ g เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง ที่ x = a แล้วจะได้ว่า

1.
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เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = a


2.
[image: image142.wmf]g

f

-


เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = a
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เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = a


4. 
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เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = a  เมื่อ  g(a) 
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ตัวอย่างที่ 1 กำหนด 
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 จงพิจารณาว่า f (x) ต่อเนื่องบนช่วง (-2 , 5) และ
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 หรือไม่
วิธีทำ  1.  แทนค่า x  ทุกตัวบนช่วง (-2 , 5) ลงใน f (x) สามารถหาค่าได้ทั้งหมด แสดงว่า f (x)

ต่อเนื่องบนช่วง (-2 , 5)

           2. หา f(-2) = -1  และ 
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หา f(5) = 69  และ    
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 จาก (1) และ (2) แสดงว่า f(x) ต่อเนื่องบนช่วง 
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ตัวอย่างที่ 2  กำหนด 
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 จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน f ต่อเนื่องบนช่วง (-2 , 5)และ
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หรือไม่
วิธีทำ  จะเห็นว่า ถ้า  
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 ซึ่งอยู่บนช่วง (-2 , 5 ) 
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 หาค่าไม่ได้  แสดงว่าฟังก์ชัน f

ไม่ต่อเนื่องบนช่วง (-2 , 5 )และ
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แต่ถ้าเป็นช่วง (2 , 5 )และ
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จะต่อเนื่องหรือไม่เพราะเหตุใด
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ตัวอย่างที่ 3 กำหนด                         
[image: image157.wmf]0

เมื่อx

1

x

1

x

2

2

¹

+

-


1 เมื่อ  x = 0

จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน y =  f (x) ต่อเนื่องบนช่วง 
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หรือไม่
วิธีทำ  พิจารณาบนช่วง (-1 , 1)   จะได้ f(0) = 1 และ
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 จะเห็นว่า f(0)
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แสดงว่าฟังก์ชัน y = f(x) ไม่ต่อเนื่องที่  x = 0 และไม่ต่อเนื่องบนช่วง (-1 , 1 ) เพราะฉะนั้น
ฟังก์ชัน y = f(x) ไม่ต่อเนื่องบนช่วง  
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ข้อสังเกต  

1. ฟังก์ชันพหุนามจะมีความต่อเนื่องในเซตของจำนวนจริง เช่น
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จะมีความต่อเนื่องทุกจุดในเซตของจำนวนจริง

2. ฟังก์ชันตรรกยะมีความต่อเนื่องทุกจุดที่หาค่าของฟังก์ชันได้ ยกเว้นจุดที่ทำให้ส่วนเป็น0

เช่น   
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 จะต่อเนื่องทุกจุดยกเว้นจุดที่ x = 3

ใบความรู้ที่ 2.3.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.3.1ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
1.1 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน
    2.3.1 ความเร็วเฉลี่ยและความเร็วขณะเวลาใดๆ
      ในปัจจุบันเราจะพบการเปลี่ยนแปลงอยู่ตลอดเวลา เช่น การเพิ่มพลเมืองของแต่ละประเทศซึ่ง
เป็นความสัมพันธ์ระหว่างจำนวนพลเมืองกับเวลา   การปล่อยวัตถุลงจากที่สูงบันทึกระยะทางที่วัตถุ
เคลื่อนที่ได้ขณะเวลาต่างๆเพื่อศึกษาว่าหลังจากที่ปล่อยวัตถุไปแล้ว 3 วินาที วัตถุเคลื่อนที่ไปด้วย
ความเร็วเท่าใด ซึ่งปัญหาเหล่านี้เราสามารถใช้ความรู้เรื่อง อนุพันธ์ของฟังก์ชัน เข้าช่วยในการแก้
ปัญหาได้

- พิจารณาการเคลื่อนที่ของลูกบอลที่ปล่อยจากที่สูงลงสู่พื้นดินต้องการศึกษาว่าเมื่อปล่อยวัตถุไปแล้วในวินาทีที่ 3 วัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร็วเท่าใด ซึ่งจะต้องอาศัยความเร็วเฉลี่ยในช่วงเวลาต่างๆเข้ามาช่วย
ความเร็วเฉลี่ย หมายถึงอัตราส่วนของระยะห่างของวัตถุจากตำแหน่งเดิม(คิดทิศทาง)ต่อเวลาทั้งหมดที่วัตถุใช้ในการเคลื่อนที่จากตำแหน่งเดิมไปหาตำแหน่งใหม่(ค่าที่ออกมาเป็นบวกหรือลบเป็นการบอกทิศทางของการเคลื่อนที่ของวัตถุ)

   ให้ t  แทนเวลาที่วัตถุใช้ในการเคลื่อนที่มีหน่วยเป็นวินาที
        s  แทนระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่เมื่อเวลาผ่านไป t วินาที มีหน่วยเป็นเมตร
จะได้ความสัมพันธ์คือ  s = f (t) ซึ่งเป็นสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุ
ความเร็วเฉลี่ยช่วง  
[image: image164.wmf](

)

(

)

1

2

1

2

2

1

t

t

t

f

t

f

ถึงt

t

-

-

=

   เมตร/วินาที
-พิจารณาการปล่อยลูกบอลจากที่สูงลงสู่พื้นดินด้วยสมการการเคลื่อนที่ 
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ต้องการหาความเร็วขณะวินาทีที่ 3 

              พิจารณาการหาความเร็วเฉลี่ยในช่วงเวลาต่างๆกันดังตารางต่อไปนี้
	ช่วงเวลา(วินาที)
	ความเร็วเฉลี่ย(เมตร/วินาที)
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[image: image168.wmf](

)

(

)

25

1

20

45

2

3

2

f

3

f

=

-

=

-

-



	3-4
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จากตารางจะเห็นว่าความเร็วเฉลี่ยจะเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ
 ถ้าให้  v ( t ) แทนความเร็วขณะเวลา t ใดๆ จะเห็นว่าความเร็วเฉลี่ยช่วง 
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   ถ้าให้ช่วงเวลาที่หาความเร็วเฉลี่ยต่างกันน้อยมาก คือให้เท่ากับ  h เมื่อ h
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 แต่ 
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- ถ้าให้  h = 0.3,0.1,0.01,0.001,……………..

                                                                  จะได้ผลดังตารางต่อไปนี้
	h
	ความเร็วเฉลี่ยช่วง t=3-hถึง t = 3               (30-5h)m/s
	ความเร็วเฉลี่ยช่วง t=3ถึง t = 3+h      (30+5h)m/s

	0.3
	28.5
	31.5

	0.1
	29.5
	30.5

	0.01
	29.95
	30.05

	0.001

.

.

.
	29.995

.

.

.
	30.005

.

.

.


จากตารางจะเห็นว่า เมื่อ h เข้าใกล้ 0 ความเร็วเฉลี่ยก่อนถึงวินาทีที่ 3 และหลังวินาทีที่ 3ค่าจะเข้าใกล้ 30 เพราะฉะนั้นความเร็วขณะวินาทีที่ 3  (v(3)) จะมีค่าเท่ากับ  30  เมตร/วินาที
· นักเรียนจะเห็นว่า เมื่อ h < 0 ความเร็วเฉลี่ยช่วง  t = 3-h ถึง t = 3 เมื่อ 
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ก่อน
วินาทีที่ 3  ( 3-h จะเป็น 3+ h ) คือ 
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-  และเมื่อ h > 0 ความเร็วเฉลี่ยช่วง t = 3 ถึง t = 3+h (หลังวินาทีที่ 3 )คือ
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นั่นคือความเร็วขณะวินาทีที่ 3 เท่ากับ 
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เมื่อ h เข้าใกล้ 0

เขียนแทนด้วย 
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ใบความรู้ที่ 2.3.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.3.2ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.3.2 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยและอัตราการเปลี่ยนแปลงขณะใดๆ
นิยาม ถ้า y = f (x) เป็นฟังก์ชันใดๆเมื่อค่าของ x เปลี่ยนเป็น x + h โดยที่ 
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 ค่าของ y เปลี่ยนจาก f (x) เป็น  f ( x + h ) แล้ว
- อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x  ในช่วง x ถึง x+ h คือ   
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และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x มีค่าใดๆคือ  
[image: image182.wmf]
- ถ้าเป็นสมการการเคลื่อนที่  s = f(t) ความเร็วเฉลี่ยคือ

และความเร็วขณะเวลา t ใดๆ คือ  
ตัวอย่างที่ 1 ถ้าอนุภาคชิ้นหนึ่งเคลื่อนที่ได้ระยะทาง  
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เมตร โดยใช้เวลา t วินาที
1. จงหาความเร็วขณะเวลา t  ใดๆ   2.  จงหาความเร็วขณะ t = 1

วิธีทำ 1. ความเร็วขณะเวลา t ใด คือ  v (t)
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                       =  3- 2t   เมตร  /  วินาที
2. ความเร็วขณะเวลา t = 1

     จากข้อ (1) ความเร็วขณะเวลา t ใดๆ คือ 3 –2t  เมตร / วินาที เพราะฉะนั้นความเร็วขณะ t = 1คือ
v(1) = 3 – 2(1) = 1  เมตร / วินาที
ตัวอย่างที่ 2  ให้ 
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   จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ   y  เทียบกับ  x  เมื่อ
1. x เปลี่ยนจาก 2 ไปเป็น 2.2      2. x เปลี่ยนจาก 2 ไปเป็น 2.1  3. x เปลี่ยนจาก 2 ไปเป็น 2.01

4. อัตราการเปลี่ยนแปลงขณะ x = 2

วิธีทำ อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยคือ 
[image: image186.wmf]
1. เมื่อ x เปลี่ยนจาก 2 เป็น 2.2

(x = 2 , h = 0.2 ) แทนค่าลงใน 4x+ 2h จะได้
= 4 (2) + 2(0.2)

= 8 + 0.4 

= 8.4

2. x เปลี่ยนจาก 2 เป็น 2.1

………………………………………..

………………………………………..

………………………………………..

………………………………………..

3. x เปลี่ยนจาก 2 ไปเป็น 2.01

………………………………………..

………………………………………..

………………………………………..

………………………………………..

4. อัตราการเปลี่ยนแปลงขณะ  x ใดๆ คือ                 
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 เมื่อ   x  = 2 จะได้  4(2) = 8

ตัวอย่างที่ 3 ความยาวของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเปลี่ยนจาก 10  ซม. เป็น 12 ซม. จงคำนวณหา
1. อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวของด้าน
2. อัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวของด้านขณะที่ด้านยาว    10 ซม.

วิธีทำ 1. สูตรการหาพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสคือ  
[image: image188.wmf](
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ให้  y  คือพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
       x  คือด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
จะได้  y =
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 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพื้นที่เทียบกับด้านคือ
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2.  หาอัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับด้านขณะที่ด้านยาว
10 ซม.คือ    
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เอกสารแนะแนวทางที่ 2.3.2

ใบความรู้ที่ 2.4.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.4.1ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.4 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน

2.4.1 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้บทนิยาม
นิยาม ถ้า  y = f (x) เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของจำนวนจริงและ
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ตัวอย่างที่ 1 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน  
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ตัวอย่างที่ 2 กำหนด   
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ตัวอย่างที่ 3 จงหา v(t) ขณะ t = 3 ของฟังก์ชัน  
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ตัวอย่างที่ 4 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน 
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         =  2(1) – 2   =   0

จากตัวอย่างที่  4  เราอาจจะทำอีกวิธีหนึ่งโดยการกระจาย
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                                    =  2(1) – 2   =   0
ใบความรู้ที่ 2.4.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.4.2.ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.4.2 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้สูตร
    ในบทเรียนที่แล้วเราเคยหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้บทนิยามมาแล้ว ซึ่งจะเห็นว่าไม่สะดวก
และเสียเวลามาก เพื่อให้การหาอนุพันธ์สะดวกและรวดเร็วขึ้นจะใช้สูตรการหาอนุพันธ์ดังนี้
1. ถ้า y = c เมื่อ c เป็นค่าคงตัวแล้ว   
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2. ถ้า y = x แล้ว 
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3. ถ้า y =  xn เมื่อ  
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4. ถ้า 
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5. ถ้า y = cf(x) เมื่อ c เป็นค่าคงตัวแล้ว   
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6. ถ้า 
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7. ถ้า  
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ตัวอย่างที่ 1 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้
. 
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จัดรูปใหม่จะได้
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จัดรูปใหม่จะได้
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ตัวอย่างที่ 2 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน  
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หมายเหตุ  ในกรณีที่โจทย์ให้หาอนุพันธ์ที่ x  เท่ากับค่าใดค่าหนึ่งนักเรียนไม่ต้องคูณแต่ละวงเล็บเข้าด้วยกันเป็นการเสียเวลา ให้แทนค่า x ที่โจทย์กำหนดให้ลงไปเลย
ตัวอย่างที่ 3 กำหนด 
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วิธีทำ จาก 
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เพราะฉะนั้น  
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ตัวอย่างที่ 4  กำหนด
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วิธีทำ จาก 
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เพราะฉะนั้น  
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ใบความรู้ที่ 2.5
คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 2.5 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.5 ความชันของเส้นโค้ง และสมการเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุดที่กำหนดให้
   - พิจารณาสมการเส้นตรง  y = mx+c

 

จะเห็นว่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่มีกราฟเป็นเส้นตรงจะเป็นค่าของความชันของเส้นตรงนั่นเอง(m)

   - จากที่นักเรียนเคยศึกษามาแล้วในการหาความชันของเส้นตรงหาได้จาก
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เช่น สมการเส้นตรง y = 3x + 2 ผ่านจุด  (1,5) และ (3,11)จะมีความชันเท่ากับ 
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หรือดูจากรูปของสมการ y = mx + c ความชันคือ m  เพราะฉะนั้น y = 3x+2  จะได้ m = 3

(เส้นตรงที่ขนานกับแกน x ความชันเป็น 0,เส้นตรงที่ขนานกับแกน y ไม่มีความชัน, เส้นตรงที่ขนานกันจะมีความชันเท่ากัน,เส้นตรงที่ตั้งฉากกันผลคูณของความชันทั้งสองเส้นจะเท่ากับ –1)

ความหมายของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง
· ถ้าเป็นวงกลม                                   








    เส้นสัมผัสวงกลมที่ตั้งฉากกับรัศมี
-     ถ้าเป็นเส้นโค้งอื่นๆ เส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด  P   จะเป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด P และอยู่ใน
ตำแหน่งใกล้เคียงกับเส้นตรงที่ลากผ่านจุด P  และจุดอีกจุดหนึ่งบนเส้นโค้งซึ่งเกือบทับจุด P

การหาความชันของเส้นโค้ง
                               Y                                                                             
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ตัวอย่างที่  1  ให้ 
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ตัวอย่างที่ 2  ให้ 
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วิธีทำ ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด P (2,4)คือ 
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เพราะฉะนั้นความชันของเส้นตรงที่ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด P (2,4)คือ 
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ตัวอย่างที่ 3 ถ้าเส้นตรง  y = ax ขนานกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  
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ตัวอย่างที่ 4  เส้นตรงเส้นหนึ่งมีความชันเท่ากับ 3 และสัมผัสเส้นโค้ง
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ใบความรู้ที่ 2.6

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.6 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.6 อนุพันธ์ของฟังก์ชันคอมโพสิท
นิยาม ถ้า 
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ตัวอย่างที่ 1 กำหนด 
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ตัวอย่างที่ 2 กำหนด 
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ตัวอย่างที่ 3 กำหนด 
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ตัวอย่างที่ 4  กำหนด 
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ตัวอย่างที่  5  กำหนด
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ใบความรู้ที่ 2.7
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2.7 อนุพันธ์อันดับสูง
นิยาม  ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ และ
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ตัวอย่างที่ 1 กำหนด 
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หมายเหตุ  ถ้าเป็นสมการเคลื่อนที่ของวัตถุ  s = f(t)  ความเร็วขณะเวลา t ใดๆคือ
[image: image328.wmf](

)

t

v

dt

ds

=

มีหน่วย
เป็นระยะทาง/เวลา   ความเร่งขณะเวลา t ใดๆ คือ 
[image: image329.wmf](

)

t

a

dt

s

d

2

2

=

มีหน่วยเป็นระยะทาง/(เวลา)2
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2. ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ได้หลังจากโยนวัตถุขึ้นไปแล้ว 5 วินาที
วิธีทำ แทนค่า t = 5 ลงในสมการการเคลื่อนที่จะได้
s = 128(5) – 16(25)

  = 640 – 400

 = 240  เมตร
3. ความเร็วในการเคลื่อนของวัตถุขณะวินาทีที่ 4    

วิธีทำ จาก
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4. ความเร่งของวัตถุขณะเวลา t  ใดๆ และขณะ t = 2 วินาที
วิธีทำ 
เนื่องจาก 
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จากข้อ (3) , v(t) = 128-32t   เพราะฉะนั้น 
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 เมตร/(วินาที)2
จะได้ ความเร่งขณะวินาทีที่ 2 คือ a (2) = -32 เมตร/(วินาที)2
ใบความรู้ที่ 2.8.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.8.1 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.8 การประยุกต์อนุพันธ์

     2.8.1 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน
· ทบทวนฟังก์ชันเพิ่ม , ฟังก์ชันลด
























































































































































( สรุป ถ้า x เพิ่ม  y  เพิ่ม จะเป็นฟังก์ชันเพิ่ม และ ถ้า x เพิ่ม  y ลด จะเป็นฟังก์ชันลด)





































































 จากรูปกราฟจะเห็นว่า ช่วง  x1 ถึง x2  และช่วง x3 ถึง  x4  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม
และช่วง x2 ถึง  x3  เป็นฟังก์ชันลด
- พิจารณา  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งของฟังก์ชัน















































































จากกราฟทั้งสองรูปจะเห็นว่า
- ถ้าวัดมุมในทิศทวนเข็มนาฬิกา ถ้าเส้นสัมผัสเส้นโค้งทำมุมแหลมกับแกน x จะมีความชันเป็นบวก
และจะเป็นฟังก์ชันเพิ่ม
- พิจารณา  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งของฟังก์ชัน
























































































   จากกราฟทั้งสองรูปจะเห็นว่า


















      - ถ้าวัดมุมในทิศทวนเข็มนาฬิกา ถ้าเส้นสัมผัสเส้นโค้งทำมุมป้านกับแกน x จะมีความชันเป็นลบ
และจะเป็นฟังก์ชันลด
ทฤษฎีบท เมื่อ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง S ใดๆ
1.  ถ้า 
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 สำหรับทุกค่าของ x ในช่วง  S  แล้ว f   เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง S

2. ถ้า 
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 สำหรับทุกค่าของ x ในช่วง  S  แล้ว f   เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง S

นิยาม ฟังก์ชัน f  มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่  x = c ถ้ามีช่วง 
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สำหรับทุก x ในช่วง ( a,b) ที่ 
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             ฟังก์ชัน f  มีค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ที่  x = c ถ้ามีช่วง 
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สำหรับทุก x ในช่วง ( a,b) ที่ 
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พิจารณา  กราฟของฟังก์ชัน  y = f(x) 


y


















   x

ในทำนองเดียวกัน
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· จากกราฟทั้งสองลักษณะสรุปได้ดังนี้
1. ถ้าฟังก์ชัน f ที่ x = c ที่ทำให้
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 เรียกค่า c ว่า  ค่าวิกฤต และจุด (c ,f(c) )คือ
จุด วิกฤต
2.         y
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ตัวอย่างที่ 1  กำหนด 
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 จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์(ถ้ามี)

วิธีทำ  จาก 
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หาค่าวิกฤตโดยให้
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แสดงว่าค่าวิกฤตคือ x = 0 จุดวิกฤตคือจุด (0,1) (แทนค่า x = 0 ในสมการ 
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              จะได้  f(0) = 1 )

วิธีตรวจสอบจุดวิกฤตว่าจะให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์
  เลือกจุดที่น้อยกว่าและมากกว่าค่าวิกฤตเล็กน้อยในข้อนี้ค่าวิกฤตคือ 0
















































สรุป  การหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน  y =  f(x)

1. หา 
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2. หาค่า x  ที่ทำให้ 
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3. ค่า  x  ที่ได้จากข้อ(2) เป็นค่าวิกฤตที่ทำให้เกิดจุดวิกฤต (x,f(x)) ซึ่งเป็นจุดที่ทำให้เกิด 3 กรณีคือ3.1 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์     3.2  ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์     3.3 ไม่เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์และต่ำสุดสัมพัทธ์
4. ทำการตรวจสอบว่าเกิดกรณีใด
4.1 ถ้า 
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 แล้วเปลี่ยนเป็น 
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 จะให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์
4.2 ถ้า 
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 แล้วเปลี่ยนเป็น 
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 จะให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์
4.3 ถ้าไม่เกิดทั้งสองกรณีข้างต้นคือไม่มีการเปลี่ยนแปลงเลย จะไม่เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์และ
ต่ำสุดสัมพัทธ์
ตัวอย่างที่ 2 จากฟังก์ชันที่กำหนดให้ต่อไปนี้ จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์(ถ้ามี)
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จุดวิกฤตคือ ( -1,4 )

ตรวจสอบ จุดวิกฤต (-1 , 4 )

















































































































2.  EMBED Equation.3  
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3. 
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                                วิธีทำ 
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จุดวิกฤตมี 2 จุดคือ (1,-14) กับ (-2,13)

ตรวจสอบ จุดวิกฤต (1,-14)
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วิธีตรวจสอบค่าวิกฤตอีกวิธีหนึ่งโดยใช้ทฤษฎีบท
ทฤษฎีบท กำหนด f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง  S ใดๆ และ c เป็นค่าวิกฤตของ f ซึ่ง 
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1. ถ้า 
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 แล้ว f (c)  เป็นค่าต่ำสุดสัมพัทธ์
2.   ถ้า 
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 แล้ว f (c)  เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์
3.   ถ้า 
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 แล้ว f (c)  บอกไม่ได้ว่าเป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์ ต้องใช้วิธีการ
ตรวจสอบโดยวิธีเดิม
ตัวอย่างที่ 3  กำหนด 
[image: image363.wmf](

)

8

x

9

x

6

x

x

f

2

3

-

+

-

=


วิธีทำ
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จุดวิกฤตมี 2 จุดคือ (1,-4) กับ (3,-8)

ตรวจสอบ จุดวิกฤต (1,-4)
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แสดงว่าจุดวิกฤต (1,-4) ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์คือ f(1) = -4

ตรวจสอบ จุดวิกฤต (3,-8)
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แสดงว่าจุดวิกฤต (3,-8) ให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์คือ f(3) = -8

ตัวอย่างที่ 4  กำหนด  
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  จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์ (ถ้ามี)

วิธีทำ
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บอกไม่ได้ว่าจุดวิกฤต (0,0) ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์ ต้องตรวจสอบโดยวิธีเดิม




































































ตัวอย่างที่ 5 กำหนด
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จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์(ถ้ามี)

วิธีทำ  (ให้นักเรียนทำเอง)

ใบความรู้ที่ 2.8.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.8.2 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.8.2 ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชัน
นิยาม ฟังก์ชัน f  มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที่  x = c  ถ้า f(c) > f(x) สำหรับทุกค่าของ x  ในโดเมนของ f

ที่  
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 และฟังก์ชัน f  มีค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ที่   x = c  ถ้า f(c) < f(x) สำหรับทุกค่าของ x  ในโดเมนของ f ที่  
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หลักการพิจารณาค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์บนช่วง [a,b]

1. พิจารณาค่าสูงสุดสัมพัทธ์ , ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ f (a) ,f(b) ถ้าค่าใดสูงสุดคือค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่า
ใดต่ำสุดคือค่าต่ำสุดสัมบูรณ์
2. ค่าสูงสุดสัมบูรณ์อาจจะเป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์ด้วยก็ได้ และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์อาจจะเป็นค่า
ต่ำสุดสัมพัทธ์ด้วยก็ได้
3. ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์จะต้องมีเสมอ
4. ค่า f(a) และ f(b) จะเป็นได้เฉพาะค่าสูงสุดสัมบูรณ์หรือค่าต่ำสุดสัมบูรณ์
พิจารณาจากกราฟ


























































































จากรูปที่ (1)  f(c1) และ f(c3) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และf(c3)เป็นค่าสูงสุดสัมบูรณ์ด้วย
ค่า f(c2) และ f(c4)เป็นค่าต่ำสุดสัมพัทธ์และf(a)เป็นค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ด้วย
จากรูปที่ (2)  f(a)  เป็นค่าสูงสุดสัมบูรณ์ค่าf(c2) และf(c4)เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์
ค่า f(b) เป็นค่าต่ำสุดสัมบูรณ์  ค่า f(c1) และ f(c3) เป็นค่าต่ำสุดสัมพัทธ์



























































พิจารณาช่วง ( a , b ) อาจจะมีค่าสูงสุดสัมบูรณ์หรือค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ หรืออาจจะไม่มีทั้งสองค่า






























































































































































หมายเหตุ ในการประยุกต์อนุพันธ์ส่วนมากจะใช้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์และต่ำสุดสัมพัทธ์เท่านั้น
ในการหาค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ไม่จำเป็นต้องตรวจสอบค่าวิกฤตว่าจะให้ค่าสูงสุด
หรือต่ำสุด เพียงแต่เราหาค่าของ f(a) ,f(b) และ f(c) ว่าค่าใดมากที่สุดและค่าใดน้อยที่สุด
ตัวอย่างที่ 1 จงหาค่าสูงสุดสัมบูรณ์และต่ำสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันที่กำหนดให้ต่อไปนี้
1. 
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วิธีทำ
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จากการแทนค่าจะได้ค่าสูงสุดสัมบูรณ์คือ f(-2)  = 11

และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์คือ f(-4) =  - 17

ใบความรู้ที่ 2.8.3

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.8.3 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.8.3 โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับค่าสูงสุดหรือค่าต่ำสุด
ตัวอย่างที่ 1  โยนลูกบอลขึ้นไปในอากาศ ความสัมพันธ์ระหว่างที่ลูกบอลอยู่ห่างจากพื้นดิน s เมตร
หลังจากโยนลูกบอลขึ้นไป t วินาที เป็นไปตามสมการ 
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แสดงว่าเมื่อเวลาผ่านไป 3 วินาที ลูกบอลอยู่ที่จุดสูงสุด 
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เป็นระยะทางเท่ากับ
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ตัวอย่างที่ 2  กระดาษแข็งรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ 10 ซม. ต้องการตัดมุมทั้งสี่ออกเป็นรูป
สี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ x ซม. แล้วพับตามรอยเส้นประเพื่อเชื่อมทำกล่องฝาเปิดดังรูป
x  ควรจะมีค่าเท่าไรกล่องจึงจะมีปริมาตรมากที่สุด และมีปริมาตรมากที่สุดเท่าไร.

วิธีทำ ให้ f(x) แทนปริมาตรของกล่อง
จะได้  f(x) 









หาค่าวิกฤต  
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 จะได้ (3x-5)(x-5) = 0   ได้ค่า 
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ค่า x  =  5  ใช้ไม่ได้    จะได้  x = 
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 ซม. จึงจะทำให้กล่องมีปริมาตรสูงสุดเท่ากับ
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ตัวอย่างที่ 3 พ่อค้าคนหนึ่งทราบว่าถ้าเขาตั้งราคาสินค้าอย่างหนึ่งชิ้นละ 20 บาท ในหนึ่งสัปดาห์
เขาจะขายสินค้าได้ 1,000 ชิ้น  ถ้าเขาลดราคาลงชิ้นละ 1 บาท เขาจะขายสินค้าได้เพิ่มอีก 100 ชิ้น
เป็น 1,100 ชิ้น ถ้าเขาลดราคาลงชิ้นละ 2 บาท เขาจะขายสิ้นค้าได้เพิ่มอีก 200 ชิ้น เป็น 1,200 ชิ้น
ถ้าเป็นเช่นนี้เรื่อยๆไป เขาควรจะตั้งราคาสินค้าเท่าไรจึงจะมีเงินจากการขายมากที่สุด.

วิธีทำ ถ้าลดราคาลง x บาท จะต้องตั้งราคาสินค้าเท่ากับ 20 – x บาท,ปริมาณสินค้าที่เขาขายได้
เท่ากับ 1,000 + 100x  ชิ้น
  ให้    f(x)  แทนเงินที่ได้จากการขายสินค้า
จะได้ f (x) = (ราคา)(ปริมาณ)
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จะได้ค่า  x =  5

จะต้องลดราคาสินค้าลง  5 บาท คือต้องตั้งราคา 20-5 = 15 บาท จึงจะได้เงินจากการขายมากที่สุด
เท่ากับ 15 (1,500) = 22,500 บาท.

หมายเหตุ  ถ้าโจทย์ถามหาค่าใดมากที่สุดหรือค่าใดน้อยที่สุดให้สร้างสมการที่ตรงจุดนั้น 
และไม่ต้องตรวจสอบค่าวิกฤตเพราะโจทย์จะบอกว่าอะไรมากที่สุดหรืออะไรน้อยที่สุด
ใบความรู้ที่ 2.9

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.9 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.9 ปริพันธ์ของฟังก์ชัน
    - ความหมายของปริพันธ์ของฟังก์ชัน
-พิจารณา
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สรุปว่า  ถ้ากำหนด y = f (x) มาให้ เราสามารถหาอนุพันธ์ คือ 
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คือการหา  y = f(x) เมื่อกำหนด 
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   ทดลองหา f(x) หลายๆรูปแบบ
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       นิยาม  ฟังก์ชัน F  เป็นปริพันธ์หนึ่งของ f   เมื่อ 
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- การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันที่กำหนดให้
ตัวอย่างที่ 1 จงหาฟังก์ชัน F เมื่อกำหนด  
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วิธีทำ ลองให้  
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 ซึ่งได้สิ่งที่กำหนดให้ นั่นคือ  
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ตัวอย่างที่ 2 จงหาปริพันธ์ของ f  เมื่อ f (x) =  x

วิธีทำ  กำหนดให้  f(x) =  x  จะหา  F  ที่
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 เป็นปริพันธ์ของ f(x) =  x

ใบความรู้ที่ 2.10.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.10.1 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.10.1 ปริพันธ์ไม่จำกัดเขตของฟังก์ชัน

           นิยาม  เมื่อ f  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของจำนวนจริงและ
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[image: image402.wmf](

)

ò

dx

x

f

 โดยที่ 
[image: image403.wmf](

)

(

)

c

x

F

dx

x

f

+

=

ò

 เมื่อ c คือค่าคงตัว เรียกกระบวนการหา
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 ว่า  “การอินทิเกรต”  
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คือเครื่องหมายอินทิกรัล , f (x) คือตัวถูกอินทิเกรต และ
dx คือการอินทิเกรตเทียบกับตัวแปร x


สูตรการอินทิเกรต
1. 
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    เมื่อ k , c เป็นค่าคงตัว เช่น 
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  ไม่สามารถหาปริพันธ์ได้
 3. 
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4. 
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           หมายเหตุ     (c1+c2  =  C )   , การอินทิเกรตไม่มีสูตรอินทิเกรตการคูณและการหาร

-ในการคำนวณหาปริพันธ์ไม่จำกัดเขตโจทย์อาจจะกำหนดอยู่ในรูปต่างๆ เช่น
1. ถ้า 
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2. ถ้า  
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ใบความรู้ที่ 2.10.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.10.2 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.10.2โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับความเร็ว  ความเร่ง   ระยะทางและความชันของเส้นโค้งโดยใช้ปริพันธ์ไม่จำกัดเขต
ตัวอย่างที่1จงหาสมการของเส้นโค้งที่ผ่านจุด (3,0) และมีความชันของเส้นโค้งที่จุด (x,y)ใดๆเป็น2x

วิธีทำ 
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 สมการของเส้นโค้งคือ  
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ตัวอย่างที่ 2  ความชันของเส้นโค้ง ณ จุด ( x,y) ใดๆ เป็น 
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 ถ้าเส้นโค้งผ่านจุด ( 0 , 2 )

 จงหาสมการของเส้นโค้ง
วิธีทำ 
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ตัวอย่างที่ 3ในขณะเวลา t ใดๆวัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร่งเท่ากับ –3t เมตร/(วินาที)2 ขณะที่เริ่มต้นจับเวลาวัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 1  เมตร/ วินาที  และได้ระยะทาง 3  เมตร จงหา
1. ความเร็วขณะเวลา t  ใดๆ
วิธีทำ  เนื่องจาก  a = -3t
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2. สมการการเคลื่อนที่ของวัตถุ
วิธีทำ  จากข้อ (ก)  
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 EMBED Equation.3  
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ตัวอย่างที่ 4 ถ้าอัตราการเปลี่ยนแปลงของความชันของเส้นโค้ง ณ จุด (x,y) ใดๆเป็น 6x2 จงหา     สมการของเส้นโค้งที่ผ่านจุด (0,2) และ (-1,3)

วิธีทำ  อัตราการเปลี่ยนแปลงของความชันคือ 
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ผ่านจุด (0,2) จะได้  
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2 = c2
ผ่านจุด (-1,3) จะได้  
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ตัวอย่างที่ 5

ปล่อยวัตถุให้ตกลงในที่สูงโดยกฎของนิวตัน แรงที่ทำให้วัตถุเคลื่อนที่ F = ma เมื่อ m = มวล           a = ความเร่ง  แต่แรงที่ทำให้วัตถุเคลื่อนที่คือน้ำหนักของวัตถุซึ่งเป็นแรงดึงดูดของโลก w = mg

เมื่อ  g  คือความเร่งที่โลกดึงดูดวัตถุเมื่อใช้หน่วยของระยะทางเป็นเมตร หน่วยของเวลาเป็นวินาที
g = 9.8 เมตร/(วินาที)2  จากสูตร ma = mg จงหา s ในรูปของ t กำหนดให้ว่า เมื่อ t = 0 จะได้ s = 0

และ v = 0

วิธีทำ  












































































































































































ใบความรู้ที่ 2.11

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.11 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
 2.11  ปริพันธ์จำกัดเขตของฟังก์ชัน


ให้ y = f (x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a,b] ปริพันธ์จำกัดเขตของฟังก์ชัน f 

บนช่วง [a,b] เขียนแทนด้วย  
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- การหาปริพันธ์จำกัดเขตต้องอาศัยทฤษฎีหลักมูลของปริพันธ์แคลคูลัส คือ
เมื่อ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a,b] ถ้า F เป็นฟังก์ชันบนช่วง [a,b] โดยที่ 
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วิธีหาปริพันธ์จำกัดเขต
1. หา F (x) ซึ่งเป็นปริพันธ์ของ f (x)

2. หา F(b) – F(a)  

ตัวอย่างที่ 1 จงหา   
[image: image437.wmf]ò

2

0

3

dx

x
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หมายเหตุ  ถ้าเป็นปริพันธ์จำกัดเขตเราไม่ต้องบวกค่า c  เพราะค่าของ c จะตัดกันหมดไปเอง
ตัวอย่างที่ 2 จงหา 
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วิธีทำ  

 EMBED Equation.3  
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ตัวอย่างที่ 3  จงหา 
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วิธีทำ 
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ให้นักเรียนพิจารณา
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นักเรียนจะเห็นว่า    
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ใบความรู้ที่ 2.12.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.12.1 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
2.12 พื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง
2.12.1 พื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งของฟังก์ชันตั้งแต่  a ถึง b

นิยาม  เมื่อ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง 
[a,b] และ A  เป็นพื้นที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งของ f  จาก
 x = a  ถึง  x =  b


(1). ถ้า  
[image: image454.wmf](

)

0

x

f

³

 สำหรับทุกค่าของ x ที่อยู่ในช่วง [a,b] แล้ว A เป็นพื้นที่เหนือแกน  x        และ    
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              (2). ถ้า  
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 สำหรับทุกค่าของ x ที่อยู่ในช่วง [a,b] แล้ว A เป็นพื้นที่ใต้แกน x  และ
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ตัวอย่างที่ 1 จงหาพื้นที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  
[image: image458.wmf](
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 จาก  x = -2  ถึง   x = 1

วิธีทำ  แทนค่า x  ในช่วง  [ -2 , 1 ] ทำให้  
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 แสดงว่า A อยู่ใต้แกน x

หาจุดที่กราฟตัดแกน x  จะได้  x2- 9 = 0  ซึ่ง 
[image: image460.wmf]3
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แสดงว่ากราฟตัดแกน x ที่จุด (-3,0)และ(3,0)


A

ตัวอย่างที่ 2 จงหาพื้นที่ปิดล้อมด้วยกราฟ  y = 9 – x2 กับแกน x

วิธีทำ โจทย์ไม่ได้กำหนดช่วงมาให้ เราต้องหาจุดที่กราฟตัดกับแกน x 

จะได้  0 = 9 – x2  จะได้   
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 และ  
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  พื้นที่อยู่เหนือแกน x



ตัวอย่างที่ 3  จงหาพื้นที่ปิดล้อมด้วยกราฟ  y = x2 – 2x  กับแกน   x  เมื่อ x = 1 ถึง x = 2

วิธีทำ  หาจุดตัดที่กราฟตัดแกน x   จะได้ x2- 2x = 0 จุดตัดคือ (0,0)กับ (2,0)

และ 
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 พื้นที่อยู่ใต้แกน x



      y


ตัวอย่างที่ 4  จงหาพื้นที่ปิดล้อมด้วยกราฟ  y = x3 – 4x  กับแกน x  และเส้นตรง  x = -1  และ x = 3

วิธีทำ  หาจุดที่กราฟตัดแกน x  จะได้  x3 – 4x = 0 แก้สมการจะได้  x (x-2)(x+2) = 0 จะได้จุดที่กราฟตัดแกน x จุด (0,0)(2,0)(-2,0)
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ใบความรู้ที่ 2.12.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.12.2 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.12.2  พื้นที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งระหว่างกราฟ

             ถ้า f และ g  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และ f 
[image: image465.wmf]³

 g บนช่วงปิด [ a , b] แล้วพื้นที่ปิดล้อม
ระหว่างกราฟ  y = f(x) และ y = g (x) ตั้งแต่  x = a  ถึง  x = b สามารถหาพื้นที่ได้ดังนี้

ตัวอย่างที่ 1 จงหาพื้นที่ระหว่างกราฟ 
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   ตั้งแต่ x = -2  ถึง  x =  1

วิธีทำ  เขียนกราฟแต่ละฟังก์ชันลงบนระบบแกนมุมฉาก โดยหาจุดที่กราฟแต่ละฟังก์ชันตัดแกน x

และแกน y

· 
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  เป็นกราฟเส้นตรง ตัดแกน y ที่จุด  (0,3) 

 EMBED Equation.3  
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เป็นกราฟเส้นโค้ง ตัดแกน y ที่จุด (0,1) และตัดแกน x ที่จุด (1,0)กับ (-1,0)
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ตัวอย่างที่ 2  จงหาพื้นที่ระหว่างกราฟ  
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วิธีทำโจทย์ไม่ได้ระบุช่วงมาให้ต้องหาจุดที่กราฟทั้งสองตัดกันแล้วเขียนกราฟบนระบบ
แกนมุมฉาก
หาจุดที่กราฟทั้งสองตัดกัน จะได้   5-x2 = 2 –2x   ,x2-2x-3 = 0  ,  (x+1)(x-3)  = 0  ,  x = -1 , 3

จุดตัดของกราฟทั้งสองคือ  จุด ( -1 , 4) กับจุด (3 , -4) 
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ตัวอย่างที่  3 จงหาพื้นที่ระหว่างกราฟ  
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วิธีทำ  หาจุดตัดของกราฟทั้งสอง แล้วเขียนลงในระบบแกนมุมฉาก
จะได้     x3 = x,   x3 – x = 0 ,x(x2 –1)= 0, x(x-1)(x+1) = 0 จะได้  x = 0, 1,-1 จุดตัดของกราฟทั้งคือ
จุด (0 ,0 ), (1,1),(-1 , -1)
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หรือ(ให้นักเรียนทำเอง)

ใบความรู้ที่ 2.12.3

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาเอกสารแนะแนวทางที่ 2.12.3 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

2.12.3 โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับพื้นที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง
ตัวอย่างที่ 1 จงหาพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมที่มีด้านทั้งสามอยู่บนเส้นตรงที่มีสมการดังต่อไปนี้
 x – y + 6 = 0  , 2x – y –2 = 0 , 3x –y + 4 = 0

วิธีทำ  หาจุดตัดของกราฟทั้งสามเส้น แล้วเขียนลงบนระบบแกนมุมฉาก
ให้  f (x)   คือ  y = x + 6  ,    g(x) คือ y = 2x – 2  ,    h(x) =  3x + 4


หาจุดตัดของกราฟทั้งสามเส้น โดยจับสมการแต่ละชุดให้เท่ากัน 3 ชุด ดังนี้
ชุดที่ 1 f(x) กับ g(x)  จะได้  x + 6 = 2x – 2 จากการแก้สมการ จะได้  x = 8 , y = 14 จุดตัดคือ(8,14)

ชุดที่ 2 f(x) กับ h(x)  จะได้  x + 6 = 3x + 4 จากการแก้สมการ จะได้  x = 1, y = 7 จุดตัดคือ(1,7)

ชุดที่ 3  g(x) กับ h(x)  จะได้ 2x – 2 = 3x + 4 จากการแก้สมการ จะได้ x = -6 , y = - 14 จุดตัดคือ
(-6,-14) 




 EMBED Equation.3  
[image: image475.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

ตารางหน่วย

  

49

  

8

2

1

64

32

36

18

6

2

1

    

1

8

x

8

2

x

6

1

x

6

2

x

dx

8

x

dx

6

x

    

dx

2

x

2

6

x

dx

2

2x

-

4

3x

    

dx

x

g

x

f

dx

x

g

x

h

A

2

2

1

6

-

8

1

1

6

-

8

1

8

1

1

6

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ò

ò

+

-

+

+

=

ò

ò

+

-

+

+

+

+

=

ò

-

+

ò

-

=

-



ตัวอย่างที่ 2  จงหาพื้นที่ระหว่าง f(x) = sin x  และ g (x) = cos x  จาก   x = 0  ถึง  x = 
[image: image476.wmf]p

2


(กำหนดให้  F(x) = - cos x  ,    G(x) =  sin x  เป็นปริพันธ์ของ  f  และ g  ตามลำดับ )

วิธีทำ  ( ให้นักเรียนช่วยกันทำ)
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จากกราฟจะเห็นว่าช่วง ( a,c) เป็นฟังก์ชันลด� EMBED Equation.3  ���


และช่วง (c,b) เป็นฟังก์ชันเพิ่ม� EMBED Equation.3  ��� และจุดที่ x = c
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เปลี่ยนจาก 10 ซม. ไปเป็น 12 ซม.(x = 10 , h = 2 )


เพราะฉะนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพื้นที่เทียบกับด้านเท่ากับ  2x + h = 2(10) + 2  = 22  ตร.ซม./ซม. 
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พิจารณา อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยช่วง x = 9.9 ถึง x = 10 � EMBED Equation.3  ���
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จะเห็นว่าต่างเข้าใกล้ 20 แสดงว่าอัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่ขณะ x =10มีค่าเท่ากับ 20ตร.ซม./ซม. 
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	y		y = f (x)																	       x


                              (5)





0           a   c1         c2      c3      b





จากรูปที่ (5)  f(c2) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์


ไม่มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์


ค่า   f(c1)และ f(c3) เป็นค่าต่ำสุดสัมพัทธ์


และ f (c3)ค่าต่ำสุดสัมบูรณ์








	y		y = f (x)																	       x


                              (4)





0    a   c1        c2     c3        c4        b





จากรูปที่ (4)  f(c2)และ f(c4) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์


ไม่มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์


ค่า   f(c1)และ f(c3) เป็นค่าต่ำสุดสัมพัทธ์


ไม่มีค่าต่ำสุดสัมบูรณ์








0         a                             b





	y		y = f (x)																	       x


                              (3)





จากรูปที่ (3)  f(a) เป็นค่าสูงสุดสัมบูรณ์


 f(b) เป็นค่าต่ำสุดสัมบูรณ์  


ไม่มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์และต่ำสุดสัมพัทธ์
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ให้นักเรียนช่วยกันทำ
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        x            10-2x              x
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เนื่องจาก  ma = mg จะได้  a = g 
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0 = 0+c  จะได้  c = 0
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          Y                   f(x) = x2-9			  	


			                       			      X





A
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A          f (x) = x2- 2x





x
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Y = x3 – 4x





Y





X
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หรือ
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                                     y          h(x) = 3x+4							  f(x)=x+6		                g(x) = 2x-2


                                                                              x





	 y														                                               y = cos x


																							              	                                                   x	          x																				


								      y = sin x	                                                                                                            
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