ใบความรู้ที่ 1.1.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 1.1.1 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
1. ลำดับอนันต์และอนุกรมอนันต์ (infinite  sequence and  infinite  series )

ทบทวนความหมายของคำว่าลำดับ
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หมายเหตุ  ถ้าโจทย์ไม่กำหนดโดเมนให้แสดงว่าโดเมนคือเซตของจำนวนเต็มบวก
1.1 ลิมิตของลำดับ (limit  of  sequence )
ลิมิตของลำดับคือการพิจารณาค่าของ
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ของลำดับอนันต์เมื่อ n  มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆโดยไม่มีที่สิ้นสุด
 (ใช้สัญลักษณ์  
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)  ว่ามีลักษณะอย่างไร ลำดับที่มีลิมิตคือลำดับที่ค่าของ 
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 เข้าใกล้หรือเท่ากับค่าใดค่าหนึ่งเพียงค่าเดียวเรียกลำดับที่มีลิมิตว่า ลำดับคอนเวอร์เจนต์ (convergent  sequence)

และเรียกลำดับที่ไม่มีลิมิตว่า  ลำดับไดเวอร์เจนต์ (divergent  sequence)

พิจารณาลำดับต่อไปนี้
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จากกราฟจะเห็นว่าค่าของ n มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆค่าของ 
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 จะเข้าใกล้ 1
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- จากทั้ง 3 ตัวอย่างจะเห็นว่า  ถ้าค่าของ n  มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆโดยไม่มีที่สิ้นสุด ค่าของ 
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 จะเข้า
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ใกล้หรือเท่ากับค่าใดค้าหนึ่งเพียงค่าเดียวเท่านั้น (L) ลักษณะเช่นนี้เรากล่าวได้ว่า
ลำดับ 
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 มีลิมิตเท่ากับ L  เขียนแทนด้วย   
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 จากลำดับ  
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หรือ
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 ซึ่งลำดับที่หาลิมิตได้เรียกว่า  ลำดับลู่เข้าหรือลำดับคอนเวอร์เจนต์
(convergent sequence)
4.  EMBED Equation.3  
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จากกราฟจะเห็นว่าเมื่อค่าของ n มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆค่าของ 
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 ก็จะมีค่ามากขึ้นเรื่อยๆคือไม่เข้าใกล้ค่าใดเลย

5.  EMBED Equation.3  
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จากกราฟจะเห็นว่าเมื่อค่าของ n มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆค่าของ
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สลับกันไป ลักษณะเช่นนี้เราเรียกว่า ลำดับแกว่งกวัด(oscillating sequence)  จากตัวอย่างข้อ 4 และ 5 จะเห็นว่าลำดับ
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เมื่อ n  มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆโดยไม่มีที่สิ้นสุด ค่าของ 
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 ไม่เข้าใกล้ค่าใดเลยหรือเข้าใกล้มากกว่า 1 ค่า ลักษณะเช่นนี้เรียกว่าลำดับ
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ใบความรู้ที่ 1.1.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 1.1.2 ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

การหาลิมิตของลำดับนอกจากจะใช้วิธีการเขียนกราฟแล้ว เพื่อความสะดวกและรวดเร็ว
ในการคำนวณเราจะใช้ทฤษฎีลิมิตเข้าช่วย

ทฤษฎีลิมิต  ถ้า c เป็นค่าคงตัวและ 
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ตัวอย่างที่ 1  จงหาลิมิตของลำดับ  
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ตัวอย่างที่ 2  กำหนด  
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ตัวอย่างที่ 3  กำหนด  
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ตัวอย่างที่ 4  กำหนด  
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ตัวอย่างที่ 5  กำหนด  
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ตัวอย่างที่ 6  กำหนด  
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ตัวอย่างที่ 7  กำหนด  
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การหาลิมิตของลำดับนอกจากจะเขียนกราฟและใช้ทฤษฎีลิมิตแล้วเพื่อให้หาลิมิตได้สะดวกและรวดเร็วยิ่งขึ้นมีข้อสังเกตดังนี้
1. ถ้ากำลังสูงสุดของเศษและกำลังสูงสุดของส่วนมีค่าเท่ากันแล้ว
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  จะมีค่าเท่ากับสัมประสิทธิ์ของเศษและส่วนของพจน์ที่มีกำลังสูงสุด เช่น
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2. ถ้ากำลังสูงสุดของเศษน้อยกว่ากำลังสูงสุดของส่วนจะได้
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3. ถ้ากำลังสูงสุดของเศษมากกว่ากำลังสูงสุดของส่วนจะได้ว่าลำดับนั้นไม่มีลิมิต เช่น
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4. ถ้าพจน์ทั่วไปอยู่ในรูปของ 
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เช่น 
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ใบความรู้ที่ 1.2.1

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 1.2.1ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
1.2 ผลบวกของอนุกรมอนันต์
     ทบทวนเรื่องอนุกรมที่นักเรียนได้เรียนมาแล้วในคณิตศาสตร์พื้นฐาน ค 32102

อนุกรมเลขคณิต เป็นอนุกรมที่เกิดจากการนำพจน์แต่ละพจน์ของลำดับเลขคณิตมาเขียนให้อยู่ในรูปผลบวกซึ่งมีทั้งอนุกรมจำกัดและอนุกรมอนันต์ซึ่งอนุกรมเลขคณิตมีพจน์ทั่วไปคือ
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คือพจน์ที่

a

1

 ,d คือผลต่างร่วม , n คือ จำนวนพจน์
และผลบวก n พจน์แรกคือ 
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อนุกรมเรขาคณิต เป็นอนุกรมที่เกิดจากการนำพจน์แต่ละพจน์ของลำดับเรขาคณิตมาเขียนให้อยู่ในรูปผลบวกซึ่งมีทั้งอนุกรมจำกัดและอนุกรมอนันต์ซึ่งอนุกรมเรขาคณิตมีพจน์ทั่วไปคือ
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 ,r คืออัตราส่วนร่วม , n คือ จำนวนพจน์
และผลบวก n พจน์แรกคือ 
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และยังมีอนุกรมอื่นอีกซึ่งอยู่ในรูปทั้งเลขคณิตและเรขาคณิตหรืออนุกรมซึ่งไม่อยู่ในรูปใดเลย
การจะหาพจน์ทั่วไปและผลบวก n  พจน์แรกจะต้องจัดรูปเพื่อที่จะเข้าสูตรใดสูตรหนึ่ง

ทบทวนสูตรของผลบวก































































เช่น   1.  1+2+3+4+……….+10  = 
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         2.  1+4+9+16+25+36+49   = 
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         3.  1+8+27+64+125+216   =
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1.2.1 ลำดับผลบวกย่อยของอนุกรมอนันต์

ผลบวกของอนุกรมอนันต์คือ ลิมิตของลำดับของผลบวกย่อยของอนุกรมอนันต์นั้นเมื่อลำดับนั้นมีลิมิต
พิจารณา  หาผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม 2+4+6+8+……….

วิธีทำ  จากโจทย์เป็นอนุกรมเลขคณิต  จากสูตร 
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แทนค่าในสูตรจะได้

[image: image101.wmf](

)

{

}

(

)

110

18

4

5

2

1

10

2

2

2

10

S

10

=

+

=

-

+

×

=

 จะเห็นว่าถ้าหาผลบวกถึงพจน์ที่เท่าใดก็หาได้
แต่ถ้าหาผลบวกไปเรื่อยๆโดยไม่มีที่สิ้นสุดคือ n มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆซึ่งก็จะเป็นการหาผลบวกของ
อนุกรมอนันต์ซึ่งจะต้องใช้ลิมิตเข้าช่วย
พิจารณา  อนุกรม  
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 เป็นผลบวก n  พจน์แรกของอนุกรมจะได้ 
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     แต่ละจำนวนว่า ผลบวกย่อย  และถ้านำผลบวกย่อยแต่ละจำนวนมาเขียนให้อยู่ในรูปของลำดับ เรียกลำดับที่ได้ว่า  ลำดับของผลบวกย่อยของอนุกรม
เช่น หาผลบวกของอนุกรม  
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วิธีทำ  หาผลบวกย่อยของอนุกรมซึ่งเป็นอนุกรมเรขาคณิตและเป็นอนุกรมอนันต์
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ลำดับผลบวกย่อยของอนุกรมคือ   
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แสดงว่าหาผลบวก n พจน์ได้  
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ถ้า  n  มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆค่าของ  
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จะมีค่าเท่าใดเราจะต้องหาค่าลิมิตของ
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ซึ่งเป็นการหาผลบวกของอนุกรมอนันต์นั่นเอง ถ้าเราทดลองหาจะได้
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    หมายความว่าถ้า  n มีค่ามากขึ้นเรื่อยๆผลบวกของอนุกรม                                                                                                    
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จงหาลำดับของผลบวกย่อยของอนุกรมต่อไปนี้
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วิธีทำ
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ลำดับผลบวกย่อยคือ………………………………………………………………………………..
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วิธีทำ
[image: image126.wmf]........,

..........

S

.,

..........

S

........,

..........

S

..,

..........

S

,

4

3

S

5

4

3

2

1

=

=

=

=

=



 EMBED Equation.3  [image: image127.wmf]=
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ใบความรู้ที่ 1.2.2

คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 1.2.2ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ
นิยาม  ผลบวกของอนุกรมอนันต์คือ ลิมิตของลำดับของผลบวกย่อยของอนุกรมนั้น เมื่อลำดับนั้น
มีลิมิต
อนุกรมอนันต์ที่มีผลบวกเรียกว่าอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ (convergent  series)

อนุกรมอนันต์ที่ไม่สามารถหาผลบวกได้คือ
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อนุกรมไดเวอร์เจนต์ (divergent  series)

หลักการหาผลบวกของอนุกรมอนันต์
1. หาผลบวก  n  พจน์แรกของอนุกรมคือหา 
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3. ถ้า
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   หาค่าได้ค่าดังกล่าวคือผลบวกของอนุกรมอนันต์ซึ่งเป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์
4.    ถ้า
[image: image132.wmf]n

n

S

lim

¥

®

   หาค่าไม่ได้แสดงว่าอนุกรมอนันต์ไม่สามารถหาผลบวกถึงอนันต์ได้ซึ่งเป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์
ตัวอย่างที่  1 จงพิจารณาว่าอนุกรมใดต่อไปนี้เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์หรือไดเวอร์เจนต์ ถ้าเป็น
อนุกรมคอนเวอร์เจนต์จงหาผลบวกถึงอนันต์
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ใบความรู้ที่ 1.3
คำชี้แจง  ให้นักเรียนศึกษาใบความรู้ที่ 1.3ให้เข้าใจ ถ้าไม่เข้าใจให้สอบถามเพื่อนหรือครูผู้สอนและถ้ามีบางข้อให้นักเรียนทำจงทำให้เป็นผลสำเร็จ

การเขียนทศนิยมซ้ำให้อยู่ในรูปของเศษส่วนกระทำได้หลายวิธีและวิธีหนึ่งก็คือ
การนำความรู้เกี่ยวกับอนุกรมอนันต์มาใช้แต่เวลาที่นักเรียนทำข้อสอบเลือกวิธีที่ง่ายที่สุด
ตัวอย่างที่ 1 จงเขียน 
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วิธีที่ 1   วิธีนี้นักเรียนเคยเรียนมาแล้ว
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    ซึ่งเป็นอนุกรมเรขาคณิตมี
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ตัวอย่างที่   3  ถ้าลากส่วนของเส้นตรงเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส จะได้รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสดังรูป
1. ถ้ารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปแรกมีเส้นรอบรูปยาว 20 หน่วย รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปที่สองมีเส้นรอบรูปยาวเท่าใด
2. ถ้ากระบวนการเกิดรูปใหม่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดขึ้นอย่างต่อเนื่องไม่สิ้นสุด ผลบวกของความยาวของเส้นรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งหมดเป็นเท่าใด
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1. รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส ABCD ยาวด้านละ 5 หน่วย มีเส้นรอบรูปเท่ากับ 20 หน่วย
    รูปสี่เหลี่ยมรูปที่สอง EFGH มีความยาวด้านละ

[image: image230.wmf](

)

(

)

(

)

หน่วย

  

2

2

5

4

50

4

50

4

25

4

25

2

2

2

=

=

=

+

=

+

=

EH

AH

AE

EH


เส้นรอบรูปของสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปที่สองยาวเท่ากับ

[image: image231.wmf]หน่วย

   

2

10

2

2

5

4

=

´


2. รูปสี่เหลี่ยม IJKL ยาวด้านละ

[image: image232.wmf](

)

(

)

(

)

หน่วย

  

4

10

16

100

16

100

16

50

16

50

2

2

2

=

=

=

+

=

+

=

IJ

EI

EJ

IJ


เส้นรอบรูปของสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปที่สามยาวเท่ากับ

[image: image233.wmf]หน่วย

   

10

4

10

4

=

´


 จะเห็นว่าผลบวกของเส้นรอบรูปของสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งสามรูปคือ 
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